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PRÉAMBULE (*), 






J.e calcul des probabilités s’applique également aux choses de toute espèce , mo- 
rales ou physiques , et ne dépend aucunement de leur nature, pourvu que dans 
chaque cas, l'observation fournisse les données {numériques , nécessaires à ses 
applications. 

Énoncé de la loi générale des grands nombres. Vérification de cette loi sur des 
exemples nombreux et variés, pris dans l’ordre physique et dans l’ordre moral, 
et qui permettent de la considérer dès à présent comme un fait d’expérience qui 
ne se dément jamais. Cette loi sera démontrée directement dans la suite de 

l'ouvrage. 

llésumé des données de l'observation et des résultats auxquels on parviendra dans 
le dernier chapitre , en ce qui concerne la probabilité des jugements en matière 
criminelle et en matière civile. 



CHAPITRE I*'. Règles générales des probabilités , 



page 5o 



Définition de la probabilité d’un événement. Différence que l’on peut mettre entre 
les mots chance et probabilité. Mesure de la probabilité. Objet du calcul des 
probabilités. Démonstration des premières règles de ce calcul ; exemples de leur 

application (**), n** i à i3 

Formules relatives à la répétition des événements dans une série d’épreuves. Solu - 
tion du problème des partis. Solution d’un autre problème , fondée sur le dé - 
veloppement d’un polynôme élevé à une puissance donnée. Mole sur un cas de 
chances variables pendant les épreuves. Probabilité d’amener m boules blanches 
et n boules noires , en tirant A la fois m -j- n boules , d’une urne qui contient 
des boules noires et des boules blanches , en proportion connue , n*” i4 i îq 



(*) le nom de l’auteur anglais, cité i la accouda page est mal écrit; il Csat lire Barri au lieu ds 

ÆUrei. 

(**) P»* lm<*Tcrtapc« , Bordr» dw numéro» t» de 1 1 à i 3 , et U a pu d* n° ia« 

a 
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Règle générale pour déterminer la probabilité de* événements composés , quand 
les chances des événements simples varient d'une manière quelconque pendant 
les épreuves, n” ao 

Application du calcul des probabilités à la détermination des avantages attachés à 
l’arrivée des choses éventuelles. Calcul des diverses chances de la ci-devant lo- 
terie royale de France. Préjugés, contraires et également mal fondés, des 
joueurs sur la sortie des numéros. Ce qu’on entend par Vespérance mathé- 
matique et par l 'espérance morale. Explication d’une difficulté relative à la règle 

de l'espérance mathématique, n w ai à a5 

Quand il existe une chance inconnue , qui favorise l’arrivée de l’un des deux évé- 
nements contraires E et F, sans qu’on sache lequel, cette circonstance augmente 4 
toujours la probabilité de la similitude des événements dans deux ou un plus 
grand nombre d'épreuves, n* a 6 

CHAPITRE IL Suites des règles générales ; probabilités des causes 
et des événements futurs , dédiâtes de f observation des événements 
passés, page 79 

Signification que l’on attache au mot cause et au mot hasard , dans le calcul des 
probabilités. Règle pour déterminer les probabilités des diverses causes possi- 
bles d’un événement observé. Remarque sur l'application de cette règle A des 
événements successifs. Règle pour déterminer, d’après les événements observés, 
les probabilités d'autres événements qui dépendent des mêmes causes ; ce qui ne 
suppose, toutefois, aucune influence de l’arrivée des événements passés, sur 
celle des événements futurs. Application de ces denx règles S des exemples par - 
ticuliers. n°* ay A ?3 

Extension de ces mêmes règles aux cas ou l’on a, suc les événements, quelques 
notions antérieures aux observations; exemple propre à montrer la nécessité 

d'y avoir égard , n< * 3 j et 35 

Formules relatives à la probabilité des témoignages, tas où il s’agit seulement de 
savoir ai un fait est vrai ou faux, quand il est attesté ou nié par un on plusieurs 
témoins. Cas où plus de deux événements ont pu avoir lieu, et où l'arrivée d'un 
événement déterminé est attestée par un témoin. Théorème relatif A la proba- 
bilité don événement, dont la connaissance nous parvient par une chaîne tra - 
dltiotmelle de témoignages, n , *3bA~fo 

Lorsqu'un très grand nombre d’événements sont possibles, et qu’ils ont tous, à 
priori, des probabilités égales et extrêmement faibles , on fait voir que l’arrivée 
de l'un de ces événements , parmi cenx qui présentent quelque chose de remar- 
quable, doit être attribuée très probablement à une cause particulière C, autre 
que le hasard , et analogue, par exemple , à la volonté humaine. Si les événe- 
ments remarquables étaient, avant l’observation, beaucoup plus probables que 
les autres, 1a probabilité de l’intervention d’une cause C est beaucoup aflai- 
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blie , et elle peut l’être assex pour qu’il soit mutile d’y avoir aucun égard , 

n“* 4» et 4* 

Transformation en intégrales définies , des formules relatives aux probabilité» de» 
causes et des événements futurs, lorsque le nombre des causes possibles est in - 
fini. On peut ne pas considérer les causes communes aux événements passas et 
aux événements futurs , et renard er , les uns et les autres , comme des événe- 
ments composés , dépendants d’un même événement simple G, dont la chance 

inconnue est susceptible d'une infinité de valeurs, n°* 43 à -4 5 

Application de ces intégrales au problème où l'événement G étant arrive m fois, 
dans m-f-n épreuves, et l'événement contraire H, les n autres fois, on de - 
mande ta probabilité' quTls arriveront respectivement m* fois et n' fois dans 
m'-f-n’ éprouvés futures. Cas Où Von sait, à priori , que la chance inconnue de G 

s'écarte fort peu d'une fraction donnée, n** 46 * 4& 

Enoncé du théorème de Jacques Bernouilli, sur la répétition des événements, dans 
un très grand nombre d’épreuves , en raison de leurs chances respectives, con- 
nues ou inconnues , mais supposées constantes. Application à un exemple tiré de 
l ’ Arithmétique morale , de Burton. Indication de la démonstration du théo- 
rème, fondée sur la formule du binôme, n" 49 * 5i 

Énoncés de trois propositions générales, qui seront démontrées dans le chapitre IV, 
et qui se rapportent à la répétition des événements dont les chances varient 
d’une manière quelconque pendant les épreuves. On en déduit la loi générale 
des grands nombres, déjà vérifiée dans le préambule. Cette loi est comprise dans 
deux équations qui sont la base de toutes les applications importantes du calcul 

des probabilités, n** 5a A 54 

Application de la première équation A des exemples. Différence essentielle entre • 
les usages de la chance constante et ceux de la chance moyenne des événements, 
déduites, l’une et l’autre , de l’observation. Proportion constante des naissances 
masculines et féminines. Rapports qui doivent exister entre les similitudes et 
les dissimilitudes de sexe , des premiers nés d’un même mariage , «♦* 55 i 5q 

On indique, comme application de la seconde équation, le calcul des erreurs 
moyennes des observations, celui de la vie moyenne à différents âges , celui de 

l’influence des vents sur les hauteurs des marées , n°* 6o A 6x 

Digression sur le principe de la causalité. Réfutation de l’opinion de Hume sur le 
simple concourt de la cause et de l 'effet. On fait voir que l’existence d’une cause 
capable de produire nécessairement un phénomène, peut avoir une très grande 
probabilité, quoique celui-ci n’ait été observe qu'un petit nombre de fois, ’ 
v m* si et &4 - 

Probabilité de l’existence ou de la non-existence, d’une cause permanente de cer- 
tains phénomènes, qui se combine avec des causes variables et avec le hasard , 
et ne produit pas constamment ces phénomènes. Ce qu’on doit entendre au jeu, 
par les mots bonheur et malheur, ’ n* 65 
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CHAPITRE III. Calcul des probabilités qui dépendent de très grand > 
nombres. ( Cas des chances constantes pendant les épreuves. ) 

Page 17a 

<4 . , 

nécessité de recourir aux méthodes d'approximation, pour calculer les valeurs de» 
produit» d’un très graud nombre de facteur» inégaux- Méthode de La place pour 
réduire en séries convergentes, le» fonction» de grands nombres, exprimée» 
préalablement par des intégrale» définie». Application de cette méthode »u pro- 
duit 1 .2.3. . .n de» nombre» naturel». Formule de Wallis, n 0 ' 66 à 68 

Probabilité de» arrivée» m foi» et n foi», des deux événement» contraire» E et F, 
dan» un trè» grand nombre m-j-n d’épreuves. Diminution de cette probabalité, 
lorsque le» chance» constante» de E et F, au lieu d'être donnée» à priori , ont 
été eonclue» d’un autre grand nombre d’observaUons. Exemple d'un cas parti- 
culier où les chance» de ce» deux événements varient pendant les épreuves, 

n** 6q A i a 

Transformation d’une partie de la formule du binôme, en une autre formule con- 
Ycrlible en une intégrale définie. Application de la méthode de Laplace à cette 
intégrale. Formules qui déterminent la probabilité que dan» le nombre m -f- n 
d’épreuve», l'événement E arrivera au tnoin» m foi», et l’événement contraire F 
au plus n foi». Probabilité que ces nombres m et n seront comprit entre des li - 
mite», à très peu pré» proportionnelle» au» chance» respectives des deux évé- 
nement». Probabilité» que l’un de ces nombre» n'atteindra pas l’une ou l'autre 

de ce» deux limite», n"' ^3 à >q 

Les formule» précédentes conduisent au théorème de Jacques Bernouilli , énoncé 
dati» le n° 4 q- Cas nù la chance de l’un de» deux événements E et F est tri» fai- 
ble. Probabilités d’une différence de» nombre» m et n, comprise entre de» limites 
données, soit quand le» chances de E et F sont égales, soit quand elles sont 
inégalé*». Part du hasard dans le très grand nombre m-j-n des épreuves, 

n°* 80 à 8a 

Probabilité de limite» comprenant la chance iuconuue de l’événement E, d’après le 
nombre de fois que cet événement est arrivé dans un très grand nombred'epreuves. 
Probabilité infiniment petite que cette chance soit précisément égale à une fraction 
donnée. Ou conclut de cette dernière probabilité, celle d'une événement futur, 
composé de E et de l'événement contraire F. Application à différents exemples, 
de la formule i laquelle on est conduit. Probabilité que l’cvéneiuent E qui est 
arrivé m fois dans m 4- n épreuves , aura lieu m' fois dans un autre très grand 
nombre m’ + n d’épreuves; expression de celte probabilité correspondante à 

une différence donnée entre les rapports — ? — et — — —, -, comparaison des 

* * T 7 i n jri -j- n 

chances de deux événements différents , qui sont arrivés des nombres de fois 
connus dans des nombres d’épreuves aussi donnés. Application numérique des 
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formule» précédente» A l'exemple cité dan» le n" 5 o , et tiré de» œuvres de 

Buffon, . n** C 3 A 8q 

Solution d'un problème susceptible d'une application importante. Conséquence» qui 
en résultent relativement aux élection» de» député», par un très grand nombre 
' d'électeur», distribués en un nombre considérable de collège» dont chacun fait 
une nomination, n°* 90 â q3 

CHAPITRE IV. Suite du calcul des probabilités dépendantes de très 
grands nombres. (Cas des chances variables d’une manière quelcon- 
que, comprenant celui des chances constantes. ) Page 346 

Transformation de la règle du n* ao, en une formule exprimée par une intégrale dé- 
finie. Usage de cette formule, dans le cas d’un très grand nombre d’épreuves' 
Détermination de la probabilité que dans ce nombre m -f- n d’épreuves, l’évé- 
nement E arrivera un nombre m de fois, compris entre des limites données. On 
en conclut, conformément A la première proposition générale énoncée dan» le 
n" 5 a, que ce nombre m sera, à très peu près et très probablement, proportionnel 
à la moyenne des chances de E dans cetté série d’épreuve» , n »‘ q j à <jb 

Probabilité que la somme des valeurs d’une chose quelconque, qui auront lieu 
dans un nombre donné d’épreuves , tombera entre des limites données, soit 
! quand te nombre des valeurs pos«ible» sera limité, soit quand il deviendra in - 
■ fini. L’expression de cette probabilité en intégrales définies, s’obtiendra sous 
forme finie, dans le cas particulier où toutes le» valeurs possibles ont One chance 
égale et qui demeure constante pendant le» épreuves. Vérification du résultat 
particulier et de la formule générale, dans le cas le plus simple où il n’y a 
qu’une seule épreuve, n" q? à 1 00 

En appliquant cette formule au cas d’un très grand nombre d’observations, ou 
démontre le théorème énoncé dans le n“ 53 , et suivant lequel, si ce nombre 
•augmente encore de plus en plus, la moyenne des valeurs de la chose que l’on 
considère s’approchera de même d’une valeur constante *, avec laquelle elle 
coïnciderait , si ce même nombre pouvait devenir infini. Celte constante spéciale 
dépend de la loi de probabilité de toute les valeurs possibles; les limites, plus 
ou moins probables , d’une différence /entre cette constante et la moyenne des 
valeurs observées dans un très grand nombre d’observations, dépendent aussi 
d’une autre constante h, relative à cette même loi. Détermination de ces deux 
quantités è et h, dans les hypothèses les plus simples sur la loi de probabilité. 
Examen du cas où, d’après cette loi, le nombre des valeurs possibles est 
limité, Æl I0I à Io3 , 

Démonstration de iMKondc proposition généVale, énoncée dans le n° 5 a(*) ; ce qui 



* {*) Ee appliquant, par exemple, celle proposition générale à la thcraptuiique , il en résulte, ce 
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complète la démonstration , à priori, de la loi universelle des grands nombres, 
regardée jusque-là comme un fait d’ex périence, n° 104 

Règle pour déduire du résultat des observations, les limites de la différence / qui 
ont une probabilité donnée, t>u, réciproquement, la probabilité correspondante 
à une grandeur donnée de ces limites, n M io5et to6 

Probabilité de limites données, de la différence des valeurs moyennes d’une même 
ebose, fournies par deux séries différentes d’épreuves. Règle la plus avantageuse 
pour conclure de deux ou plusieurs séries d’observations, la valeur approchée 
de cette chose, dans le cas où les valeurs moyennes convergent effectivement 
vers sa valeur exacte, c'est-à-dire, dans le cas où, pour chaque série, la cons- 
tante spéciale est cette véritable valeur, n M 107 et 108 

Probabilité de limites données , d’une différence entre les rapports — — — 

* m -f- n 

et —7 7 , des nombres de fois m et m qu’un même événement E aura lieu 

m -f- n ^ 

dans m -f- n et m’ -f - n ' d’épreuves, à ces nombres d'épreuves, lorsque toutes les 
causes possibles de E sont les mêmes dans les deux séries d’observations, quoi- 
que les chances de cet événement varient d'une manière quelconque pendant 
chaque série, - n° 109 

Solution d'un problème relatif aux inclinaisons de* orbites planétaires sur l'éclip- 
tique, et à leurs excentricités. Solution d’un problème semblable qui se 
rapporte aux inclinaisons des comètes. On en «onclut, avec une très grande 
probabilité, que la cause inconnue delà formation des comètes, n*a pas rendu 
inégalement probables leurs diverses inclinaisons sur l’écliptique, non plus que 
les deux sens, direct ou rétrograde, de leurs mouvements. lien résulte aussi 
que l’inclinaison moyenne de toutes les comètes existantes, diffère probable- 
ment fort peu de celle des comètes observées jusqu’à ce jour. Note relative à des 
corps incandescents et en très grand nombre, que l'on observe dans le ciel à une 
époque déterminée de l’année (*), n 0 ’ 1 10 et 14 r 



qui est conforma d’ailleurs au simple bon sens, que li un médicament a été employé avec succès dans 
un très grand nombre de cas semblables, de sorte que la nombre de cas oà il n’» pas réusai soit très 
petit par rapport au nombre total de ces expérience*, il est très probable qu'il réussira encore daa» 
une nouvelle épreuve. La médecine ne serait ni une science, ni un art, si elle n'était pas fondée sur 
de nombreuses observations, et sur le tact et l'expérience propres du médecin, qui lui font juger de 
la similitude des cas et apprécier les circonstances exceptionnelles. 

(*) Il {tarait que ces corps , lors de leur apparition , sont très éloignés de la terre , et à une distance 
ou la densité de l'atmosphère est tout-fc-fait insensible ; ce qui rend di Sicile d'attribuer, comme on 
le fait, leur incandescence à un frottement eontre les molécules de l’air. Jfaraurrait'On pas supposer 
que le il u idc électrique à l'état neutre, forme uno sorte d'atmosphère, ^^Bétend beaucoup au-deli 
de la masse d'air ; qui est soumise à l'attraction de la terre , quoique physiquement impondérable ; «t 
qui suit, en conséquence , notre globe dau» ses mouvements? Dan» cette hypothèse , les corps dont il 
s'agit , et, en général, les merholitei. en entrant dans cette atmosphère impondérable, déco tapoteraient 
le fluide neutre , par leur action inégale sor les deax électricités , et ce serait en s'électrisant qu’il# 
s'échaufferaient et deviendraient incandescents 
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Tableau de» formule» de probabilités les plu» usuelle», qui ont été démontrées 
dans ce chapitre et dans le précèdent. Remarque relative À l’application du calcul 
des probabilités à un système d'équations de condition, fournies par les observa - 
tions. n"* inet 1 1 3 

CHAPITRE V. Applications des règles générales des pivbabilite's imx 
décisions des jurjs et aux jugements des tribunaux , page 5i 8 

On détermine les probabilités qu'un accusé sera condamné ou acquitté, à une 
majorité déterminée, par des jurés dont chacun à uuc probabilité donnée de ne 
pas se tromper, et en ayant égard à la probabilité, aussi donnée, de la culpabilité, 
qui avait lieu avant le jugement. Par la règle de la probabilité des causes ou des 
bypothèses,ou détermine également les probabilités que l'accusé, ainsi condamné 
ou acquitté, est coupable ou innocent , n°* 1 1 4 à 1 1 7 

Formules relatives au cas d'un nombre quelconque de jurés, qui ont tous la meme 
chance de ne pas se tromper, et dont la décision aura lieu ou a eu lieu, soit à 
une majorité donnée, soit à une majorité dont le minimum seul est donné. On 
fait voir que la probabilité qu'une condamnation sera prononcée , est toujours 
moindre que celle de la probabilité, avant le jugement, de la cupabililé- Les 
probabilités de la bonté d’un jugement ne dépend, toutes choses d'ailleurs éga- 
les , que de la majorité à laquelle il a été rendu , et nullement du nombre 
total des jurés, lorsque leur chance de ne pas se tromper est donnée à priori , 
ce qui n’a plus lieu quand celte chance doit être déduite, à posteriori, de la 
connaissance de cette majorité, n°‘ 1 18 à tao 

Application de ces formules au cas où le nombre des jures est très grand, ce qui 
rend très peu probable , qu'une condamnation sera ou a été prononcée à une 

petite majorité, 11° tar 

Théorème relatif à un jury composé d’un nombre quelconque de jurés, dont 
chacun a plusieurs chances distinctes et inégalement probables, de ne pas se 
tromper. Exemple du calcul de la chance moyenne, quand le nombre des chances 
possibles devient infini , et que leur loi de probabilité est donnée. Cette chance 
moyenne est la même pour tous les jurés, quand ils doivent être pris au hasard 
sur une même liste générale. Formules qui déterminent , dans ce cas , les pro- 
babilités qu’une condamnation sera prononcée, qu’un accuse condanmé est cou - 
pable, que la chance d’erreur des jurés a été comprise entre des limites don- 
uées, ii°’ 122I ta*y 

Application de ces formules à un jury composé d’un tris grand, nombre dé 
jurés, u" 1 128 .1 i3i 

I.’usagc de ces formules exige, dans tMHcs cas, que l’on fasse une hypothèse sur 
la loi de probabilité des chances d’erreur des jurés. Examen de l’hypothèse de 
I.aplace. Conséquences qui en résulteraient et qui la rendent inadmissible. L’irn- 
possibilité de faire sur cette loi, aucune hypothèse convenablement motivée, rend 
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également impossible de déterminer la probabilité de la bonté d’un jugement 
isolé, d'après la connaissance du nombre des jurés et de la majorité à laquelle 
il a été rendu. Nécessité de recourir aux résultats d’un très grand nombre de 
jugements, pour en conclure les deux éléments spéciaux que renferment les 
formules précédentes, savoir, la chance u de ne pas se tromper, commune à 
tous les jurés pris au hasard sur une même liste générale, et la probabilité k de 
la culpabilité des accusés, résultante des procédures antérieures aux débats de - 
vant les cours d’assises, n" i3a et i33 

Probabilités que la différence entre le rapport, fourni par une série d’expérience, 
du nombre des condamnés 4 celui des accusés et la valeur spéciale que ce rap- 
port atteindrait si ces nombres devenaient infinis, est comprise entre des limites 
données, et que la différence entre le premier rapport et celui qui résultera 
d’une autre série d’expériences, tombera entre des limites également don - 
nées, n * *94 



On extrait des Comptes généraux de F administration de la justice criminelle , les 
données de l’observation qui serviront k déterminer les valeurs numériques 
de u et k. Ces données sont divers rapports auxquels on applique, avant d’en 
faire usage , les formules de probabilités précédentes. Influence des change - 
ments successifs de la législation du jury en France, sur les grandeurs de ces 
rapports. Division des crimes en deux especes distinctes. Obligation où l’on 
est de supposer, quant à présent, que les valeurs de u et k, très différentes pour 
ces denx sortes de crimes, sont k peu près le» mêmes pour tous les départe - 

menu. ; n** t35 * i38 

Calcul de ces valeurs, soit pour la France entière , soit pour le département de la 
Seine en particulier. Probabilité que , d’après ces valeurs , un jugement de con- 
damnation ou d’acquittement a été prononcé k l’unanimité, n 0 ’ i3g à 1 4 * 
Signification qu’ou doit attacher aux mots coupable et innocent. On développe ce 

qui a été dit, à cet égard, dans le préambule de l’ouvrage, n* 14a 

Formules qui font connaître la mesure du danger, pour un accusé, d’èlrc con- 
damné, quoique non-condamnable, et pour la société , de l’acquittement d’un 
accusé qui aurait dû être condamné, n° tffi 

Calcul des valeurs numériques de ces mesures, et des probabdites de l’innocence 
et de la culpabilité des condamnés, k différentes époques où la législation n’a 
pas été la ntèinc , " ~ n” i44 ni 

Indication d’un calcul semblable, qu’on ne peut effectuer faute de données néces- 
saires de l’observation, en ce qui concerne les jugements de police correction- 
nelle et ceux de la justice militaire, n* 146 

Formules relatives à la bonté, plus ou ^fcs probables, des jugements en ma- 

tiëre civile, rendus en première instanc^t en appel, n*” 147 i i49 

Faute de données de l’expérience, nécessaires pour déterminer les deux éléments dis- 
tincts que ces formules renferment, on est obligé de supposer les chances d'er- 
reur égales pour tous les juges des deux degrés successits. On calcule catie chance, 
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d’après le rapport, donné par l'expérience, du nombre des jugements confir- 
més par les cours royales, à celui des jugement* de première instance oui leur 
sont soumis annuellement. Le peu de variatiou de ce rapport, pendant 4^1 an- 
nées consécutives, est une preuve très remarquable de la loi générale des grands 
nombres. On déduit de cette donnée de l’observation, les probabilités de la 
* bonté des jugements de première instance et d’appel, soit quand ils s’accordent, 
soit (juand ils sont contraires, n°* i5o et i5f 
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FAUTES ESSENTIELLES A CORRIGER. . 



Dans le préambule , à 1 a ligne 9 de la page 14. d faut mettre : quatre duc-mil- 
lièmes , au Heu de quatre millièmes ; et par suite, à la même page , il faut réduire 
& 9 et ^ 7, les nombres 88 et 18, et remplacer, Â la ligne 37, les mots : vingt fois 
aussi grand , par ceux-ci : plus de cinquante fois aussi grand. 

A la fin du n° 3 a, il faut supprimer : Le cas de m =1 n’est pas compris dans cette 
valeur de », . . . ; et mettre, au contraire : dans le cas de m =1, cette valeur de <*, 
se réduit à *», = ;, ce qui est évident, à priori. 

Au commencement du n° 68, il faut mettre : Toutefois, la loi de la série n'étant 
pas connue, elle peut être du genre; au lieu de : Toutefois, elle est du genre. 

A la An du n° 78, il faut ajouter ces mots : si elle est un nombre entier, et de 
moins d’une unité, si elle n'en est pas un. 

Au bas de la page a 54 , après : en désignant par m un nombre donné, il faut sup- 
primer : compris entre • et C. 
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RECHERCHES 



SUR 

Là PROBABILITÉ DES JUGEMENTS 

EN MATIÈRE CRIMINELLE 

ET EN MATIÈRE CIVILE. 




Un problème relatif aux jeux de hasard, proposé à un austère jan- 
séniste par un homme du monde , a été l’origine du calcul des proba- 
bilités. 11 avait pour objet de déterminer la proportion suivant laquelle 
F enjeu doit être partagé entre les joueurs, lorsqu’ils conviennent de 
ne point achever la partie, et qu’il leur reste à prendre, pour la ga- 
gner, des nombres de points inégaux. Pascal en donna le premier la 
solution, mais pour le cas de deux joueurs seulement; il fut ensuite 
résolu par Fermât , dans le cas général d’un nombre quelconque de 
joueurs. Toutefois, les géomètres du xvii* siècle qui se sont occupés 
du calcul des probabilités, ne l'ont employé qu’à déterminer les 
chances de différents jeux de cette époque; et ce n’est que dans le 
siècle suivant qu’il a pris toute son extension , et qu’il est devenu une 
deS principales branches des mathématiques, soit par le nombre -et l’u- 
tilité de ses applications , soit par le genre d’analyse auquel il a donné 
naissance. 

Parmi les applications (le ce calcul, une des plus importantes est 
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celle qui se rapporte à la probabilité des jugements, ou, en général, 
des décisions rendues à la pluralité des voix. Condorcet est le premier 
qui ait essayé de la déterminer. Le livre qu’il a écrit sur ce sujet (*}, 
avait été entrepris du vivant et à la demande du ministre Turgot, 
qui concevait tout l'avantage que les sciences morales et l’administra- 
tion publique peuvent retirer du calcul des probabilités, dont les indi- 
cations sont toujours précieuses, lors même que, faute de données 
suffisantes de l’observation, il ne peut conduire aux solutions com- 
plètes des questions. Cet ouvrage renferme un discours préliminaire 
fort étendu, où l’auteur expose, sans le secours des formules ana- 
lytiques, les résultats qu’il a obtenus, et où sont développées avec 
soin les considérations propres à montrer l’utilité de ce genre de 
recherches. 

Dans son Traite des probabilités , Laplace s’est aussi occupé du cal- 
cul des chances d’erreur à craindre dans le jugement rendu contre 
un accusé, à une majorité connue, par un tribunal ou un jury com- 
posé d’un nombre de personnes également connu. I,a solution qu'il a 
donnée de ce problème , l’un des plus délicats de la théorie des proba- 
bilités, est fondée sur le principe qui sert à déterminer les probabilités 
des causes diverses auxquelles on peut attribuer les faits observés; prin- 
cipe que Blayes a présenté d’abord sous une forme un peu différente, 
et dont Laplace a fait ensuite le plus heureux usage, dans ses mémoires 
et dans son tnaité, pour calculer la probabilité des événements futurs 
d’après l’observation des événements passés; mais, en ce qui concerne 
le problème de la probabilité des jugements, il est juste de dire que 
c’est a Condorcet qu’est due l’idée ingénieuse de foire dépendre la so- 
lution, du principe de Blayes, en considérant successivement la cul- 
pabilité et l'innocence de l’accusé, comme une cause inconnue du 
jugement prononcé, qui est alors le fait observé, duquel il s’agit de 
déduire la probabilité de cette cause. L’exactitude de ce principe se 
démontre en toute rigueur; sou application à la question qui nous oc- 
cupe, ne peut non plus laisser aucun doute; mais pour cette applica- 
tion, Laplace bût une hypothèse qui n’est point incontestable i il 



[*) Essai sur l’application de l' analyse à la probabilité des décisions rendues 
à la pluralité des voix . ^ . 
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suppose que la probabilité qu’un juré ne se trompera pas est sus- 
ceptible de tous les degrés également possibles, depuis la certitude, 
représentée par l’unité, jusqu’à l'indifférence, qui répond dans le cal- • 
cul à la fraction 4 , et se rapporte à une égale chance d’erreur et de 
vérité. L’illustre géomètre fonde son hypothèse sur ce que l’opinion 
d’un jure a sans doute plus de tendance vers la vérité que vers l’er- 
reur; ce qu’on doit admettre effectivement en général. Mais il existe 
une infinité de lois différentes de probabilité des erreurs qui satisfont 
à cette condition , sans qu’on soit obligé de supposer que la chance 
qu’un juré ne se trompera pas, ne puisse jamais descendre au-dessous 
de J-, et qu au-dessus de cette limite, toutes ses valeurs soient également 
possibles. La supposition particulière de Laplace ne saurait donc être 
justifiée à priori. Soit à raison de cette hypothèse, soit à cause de leurs 
conséquences, m’ont paru inadmissibles, les solutions du pro- 
blème de la probabilité des jugements que l’on trouve dans le Traité 
dos probabilités (*) et dans le premier supplément à ce grand ou- 
vrage (**), et qui diffèrent l’une de l’autre, ont toujours laissé beaucoup 
de doutes dans mon esprit. C’est à l’illustre auteur que je les aurais sou- 
mis, si je me fusse occupé de ce problème pendant sa vie : l'autorité 
de son nom m’en eût fait un devoir, que son amitié, dont je me glori- 
fierai toujours, m’aurait rendu facile à remplir. On concevra sans 
peine que ce n’est qu’après de longues réflexions, que je me suis dé- 
cidé à envisager la question sous un autre point de vue; et l'on me 
permettra d'exposer , avant d’aller plus loin , les principales raisons 
qui m’ont déterminé à abandonner la dernière solution à laquelle 
Laplace s’était arrêté, et dont il avait inséré les résultats numériques 
dans l'Essai philosophique sur les Probabilités. • 

La formule de Laplace, pour exprimer la probabilité de l’erreur 
d'un jugement, ne dépend que de la majorité à laquelle il a été pro- 
noncé, et du nombre total des juges; elle ne renferme rien qui soit 
relatif à leurs connaissances plus ou moins étendues dans la matière 
qui leur a été soumise. Il s'ensuivrait donc que la probabilité de l’çrreur 
d’une décision rendue par un jury, à la majorité de sept voix contre 
cinq, par exemple, serait la même, quelle que fût la classe de per- 



• (*) Page /f6o. (**) Page 3a. 
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sonnes où les douae jures auraient été choisis; conséquence qui me 
paraîtrait déjà suffisante pour qu'ou fût fondé à ne point admettre la 
formule dont elle est déduite. 

Cette même formule suppose qu’avant la décision du jury , il n’y 
avait aucune présomption que l'accnsé fût coupable; en sorte que la 
probabilité plus ou moins grande de sa culpabilité, devrait se conclure 
uniquement de la décision qui serait rendue contre lui. Mais cela est en- 
core inadmissible : l’accusé, quand il arrive à la cour d’assises, a déjà 
été l'objet d’un arrêt de prévention et d’un arrêt d’accusation , qui 
établissent contre lui une probabilité plus grande que -j, qu’il est cou- 
pable; et certainement, personne n’hésiterait à parier, à jeu égal, 
plutôt pour sa culpabilité que pour son innocence. Or, les règles qui 
servent à remonter de la probabilité d’un événement observé à celle 
de sa cause , et qui sont la base de la théorie dont nc^ nous occupons , 
exigent que l’on ait égard à toute présomption antérieure à l’observa- 
tion, lorsque l’on ne suppose pas, ou qu'on n’a pas démontré qu’il 
n’en existe aucune. Une telle présomption étant, au contraire, évidente 
dans les procédures criminelles, j’ai dû en tenir compte dans la solu- 
tion du problème; et l’on verra, en effet, qu’en en faisant abstraction, 
il serait impossible d’accorder les conséquences du calcul avec les ré- 
sultats constauts de l’observation. Cette présomption est semblable à 
celle qui a lieu efl matière civile, lorsque l’un des plaideurs appelle d’un 
premier jugement devant une cour supérieure : il y parait avec une pré- 
somption contraire à sa cause; et l'on se tromperait gravement, si l’on 
n’avait pas égard à cette circonstance, en calculant la probabilité de 
l'erreur à craindre dans l’arrêt définitif. 

ÿnfin , Laplace s'est borné à considérer la probabilité de l’erreur d’un 
jugement rendu à une majorité connue ; cependant le danger que l’ac- 
cusé court d’être condamné à tort par cette majorité, quand il est tra- 
duit devant le jury, ne dépend pas seulement de cette probabilité; il 
dépend aussi de la chance qu’une telle condamnation sera prononcée. 
Ainsi, en admettant pour un moment que la probabilité de l’erreur 
d’un jugement rendu à la majorité de sept voix contre cinq, soit expri- 
mée par une fraction à très peu près égale à j, comme il résulterait de 
la formule de Laplace, il faut aussi observer que, d'après l'expérience, le 
nombre de condamnations par les jurys qui ont eu lieu chaque année 1 
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en France, à cette majorité, n’est que ~ du nombre total des ac- 
cusés; le danger pour un accusé d'être mal jugé à la majorité dont il 
s'agit, aurait donc pour mesure le produit des deux fractions î et , • 
ou 5^; car, dans toutes les choses éventuelles, la crainte d'une perte ou 
l’espoir d’un gain a pour expression le produit de la valeur de la chose 
que l'on craint ou que l’on espère, multipliée par la probabilité qu’elle 
aura lieu. Cette considération réduirait déjà à un sur cinquante la 
proportion des accusés nôn coupables qui seraient condamnés annuelle- 
ment à la plus petite majorité des jurys; ce serait sans doute encore 
beaucoup trop, si tous ces accusés étaient réellement innocents; mais 
c’est ici qu’il convient d’expliquer le sens véritable que Fon doit atta- 
cher, dans cette théorie, aux mots coupable et innocent , et que La- • 
place et Condorcet leur out effectivement attribué. 

On ne saurait jamais arriver à la preuve mathématique de la culpa- 
bilité d’un accusé; son aveu même ne peut être regardé que comme 
une probabilité très approchante de la certitude; le juré le plus éclairé 
et le plus humain ne prononce donc une condamnation que sur une 
forte probabilité, souvent moindre, néanmoins, que celle qui résulte- 
rait de l’aveu du coupable. Il y a entre lui et le juge en matière civile, 
une différence essentielle : lorsqu'un juge, après l'examen approfondi 
d’un procès, n’a pu reconnaître, vu la difficulté de la question, qu'une 
faible probabilité en faveur de l’une des deux parties, cela su (lit pour 
qu'il condamne la partie adverse; au lieu qu’un juré ne doit prononcer 
un vote de condamnation que quand, à ses yeux, la probabilité que 
l'accusé est coupable atteint une certaine limite, et surpasse de beau- 
coup la probabilité de son innocence. Puisque toute chance d’erreur ne 
peut être évitée, quoi qu’on fasse, dans les jugements criminels, à quoi 
doit-elle être réduite, pour assurera l’innocence la plus grande garantie 
possible? C’est une question à laquelle il est difficile de répondre d'une 
manière générale. Selon Condorcet, la chance d'être condamné injuste- 
ment pourrait être équivalente à celle d’un danger que nous jugeons 
assez petite pour ne pas même chercher à nous y soustraire dans les 
habitudes de la vie; car, dit-il, la société a bien le droit, pour sa sû- 
reté, d’exposer un de ses membres à un danger dont la chance lui est, 
pour ainsi dire, indifférente; mais cette considération est beaucoup 
trop subtile dans une question aussi grave. Laplace donne une 
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définition , bien plus propre à éclairer la question, de la chance d’er- 
reur qu’on est forcé d admettre dans les jugements en matière crimi- 
• nclle. Selon lui, celte probabilité doit être telle qu'il y ait plus de dan- 
ger pour la sûreté publique, à l’acquittement d’un coupable, que de 
crainte de la condamnation d’un innocent; comme il le dit expressé- 
ment, c’est cette question, plutôt que la culpabilité même de l’accusé, 
que chaque juré est appelé à décider, à sa manière, d’après ses lumiè- 
res et son opinion; en sorte que l'erreur de k>n vote, soit qu'il con- 
damne, soit qu’il absolve, peut provenir de deux causes différentes ou 
de ce qu’il apprécie mal les preuves contraires ou favorables à l’accusé, 
ou de ce qu’il fixe trop haut ou trop bas la limite de la probabilité né- 
, ccssaire à la condamnation. Non-seulement cette limite n'est pas la 
même pour toutes les personnes appelées à juger, mais elle change 
aussi avec la nature des accusations, et dépend même des circonstances 
où l’on se trouve : à l’armce, en présence de l’ennemi, et pour un 
crime d'espionnage, elle sera sans doute beaucoup moins élevée que 
dans les cas (frdi liai res. Elle s'abaisse, et le nombre des condamnations 
augmente, pour un genre de crimes qui devient plus fréquent et plus 
à craindre pour la société. * 

Les décisions des jurys se rapportent donc à l'opportunitc des con- 
damnations ou des acquittements : on rendrait le langage plus exact en 
substituant le mot condamnable , qui est toute la vérité, au mot cou- 
pable, qui avait besoin d’explication, et que nous continuerons d’em- 
ployer pour nous conformer à l’usage. Ainsi, lorsque nous trouverons, 
que sur un très grand nombre de jugements, il y a une certaine pro- 
portion de condamnations erronées, il ne faudra pas entendre que 
cette proportiou soit celle des condamnés innocents; ce sera la propor- 
tion des condamnés qui l’ont été à une trop faible probabilité, non 
pas pour établir qu’il sont plutôt coupables qu'innocents, mais pour 
que leur condamnation fut necessaire à la sûreté publique. Déterminer 
parmi ces condamnés, le nombre de ceux qui réellement n’étaient pas 
coupables, ce n’est pas l’objet de nos calculs; toutefois il y a lieu de 
croire que ce nombre est heureusement très peu considérable, du moins 
en dehors des procès politiques : on en peut juger, dans les cas ordi - 
liai i cs, par le nombre très petit de condamnations prononcées par les 
jurys, contre lesquelles l’opinion publique se soit élevée; par le petit 
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nombre de grâces complètes qui ont été accordées ; qf par le nombre, 
aussi très petit, de cas où les cours d’assises ont -usé du droit que 
la loi leur donue, de casser la condamnation prononcée par un 
jury, et de renvoyer le prévenu devant d’autres jures, lorsqu'elles 
jugent que le débat oral a détruit l’accusation, et que le condamné n’est 
pas coupable. 

Les résultats relatifs aux chances d'erreur des jugements criminels , 
auxquels Laplace est parvenu, ont paru exorbitants, et en désaccord 
avec les idées générales; ce qui serait contraire aux paroles de l’auteur, 
que la théorie clés probabilités n’est , au Jond, que le bon sens réduit 
en calcuL Us ont été mal interprétés ; et l’on s’est trop bâté d’en conclure 
que l’analyse mathématique n’est point applicable à ce genre de ques- 
tions, ni généralement aux choses qu’on appelle morales. C’est un pré- ‘ 
jugé que j’ai vu h regret partagé par de bons esprits; et, pour le dé- 
truire , je crois utile de rappeler ici quelques considérations générales, 
qui seront propres d’ailleurs, par la comparaison avec d’autres ques- 
tions où personne ne conteste que l’emploi du calcul soit légitime et 
nécessaire, à bien faire connaître l’objet du problème que je inc suis 
proposé spécialement dans cet ouvrage. 

Les choses de toutes natures sont soumises à une loi universelle 
qu'on peut appeler la loi des grands nombres. Elle consiste en ce que, 
si l’ou observe des nombres très considérables, d’événements d’une 
même nature, dépendants de causes constantes et de causes qui va- 
rient irrégulièrement, tantôt dans un sens, tantôt dans l’autre, c'est- 
à-dire sans que leur variation soit progressive dans aucun sens déter- 
miné, on trouvera, entre ces nombres, des rapports à très peu près 
constants. Pour chaque nature de choses, ces rapports auront une va- 
leur spéciale dont il s'écarteront de moins en moins, à mesure que la 
série des événements observés augmentera davantage, et qu’ils attein- 
draient rigoureusement s’il était possible de prolonger cette série à 
l’infini. Selon que les amplitudes de variations des causes irrégulières 
seront plus ou moins graudes, il faudra des nombres aussi plus ou 
moins grands d’événements pour que leurs rapports parviennent sensi- 
blement à la permanence; l’observation même fera connaître, dans 
abaque question, si la série des expériences a été suffisamment prolon- 
gée ; et d’après les nombres des faits constatés, et la grandeur des écarts 
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qui resteront encore entre leurs rapports, le calcul fournira des règles 
certaines pour déterminer la probabilité que la valeur spéciale vers la- 
quelle ces rapports convergent est comprise entre des limites aussi res- 
serre es - qu’on voudra. Si l’on fait de nouvelles expériences, et si l'on 
trouve que ces mêmes rapports s’écartent notablement de leur valeur 
finale, déterminée par les observations précédentes, on en pourra con- 
clure que les causes dont les faits observés dépendent, ont éprouvé 
une variation progressive, ou même quelque changement brusque, 
dans 1 intervalle des deux séries d’expériences. Toutefois, sans le se- 
coursdu calculées probabilités, on risquerait beaucoup 8e se méprendre 
sur la nécessité de cette conclusion; mais ce calcul ne laisse rien de va- 
gue a cet egard, et nous fournit aussi les régies nécessaires pour déter- 
• miner la chance d’un changement dans les causes, indiqué par la com- 
paraison des faits observes à différentes époques. 

Cette loi des grands nombres s’observe dans les événements que nous 
attribuons a un aveugle hasard, faute d’en connaître les causes, ou 
parce quelles sont trop compliquées. Ainsi , dans les jeux où les cir- 
constances qu, déterminent l’arrivée d’une carte ou d’un dé, varient à 
1 infini et ne peuvent être soumises à aucun calcul, les différents coups 
se présentent cependant suivant des rapports constants, lorsque la série 
des epreuves a été long-temps prolongée. De plus, lorsqu’on aura pu 
calculer d’apres les règles d’un jeu, les probabilités respectives des 
coups qui peuvent arriver, on vérifiera qu’elles sont égales à ces rap- 
ports constants, conformément au théorème connu de Jacques Ber- 
nouilli. Mais dans la plupart des questions d’éventualité, la détermi- 
nation a priori des chances des divers événements est impossible et ce 
sont, au contraire, les résultats observés qui les font connaître : on ne 
saurai!, par exemple, calculer d’avance la probabilité de la perte d’un 
vaisseau dans un voyage de long cours; on y supplée donc par la 
comparaison du nombre des sinistres à celui des voyages : quand ce- 
lui-ci est 1res grand, le rapport de l’un à l’autre est à peu près cons- 
tant , du moins dans chaque mer et pour chaque nation en particulier- 
sa valeur peut être prise pour la probabilité des sinistres futurs; et 
cest sur celle conséquence naturelle de la loi des grands nombres, que 
sont fondées les assurances maritimes. Si l'assureur n’opérait que sur 
un nombre peu considérable d’affaires, ce serait un simple pari, qui 
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n'aurait aucune valeur sur laquelle il pût compter; s’il opère sur (le 
très grands nombres, c’est une spéculation dont le succès est à peu 
près certain. 

La même loi régit également les phénomènes qui sont produits par 



des forces connues, concurremment avec des causes accidentelles dont 
les effets n’ont aucune régularité. Les élévations et les abaissements 
successifs de la mer dans les ports et sur les eûtes, en offrent un exemple 
d'une précision remarquable. Malgré les inégalités que les vents pro- 
duisent, et qui feraient disparaître les lois du phénomène dans des ob- 
servations isolées ou peu nombreuses; si l’on prend les moyennes d’un 
grand nombre de marées observées dans un même lieu , on trouve 
qu'elles sont à très peu près conformes aux lois du flux et du reflux , 


-j • 


résultant des attractions de la lune et du soleil, et les mêmes que si les 
vents accidentels n’avaient aucune influence : celle que peuvent avoir 
les vents qui souillent dans une même. direction pendant une partie 
de l’année, sur les marées de cette époque, n’a point encore été dé- 


#•* * 


terminée. Ces moyennes déduites d’observations faites au commence- 
ment et à la (in du siècle dernier, ou séparées par un intervalle de 
cent années, n’ont présenté que de petites différences, que l’on peut at- 
tribuer à quelques changements survenus dans les localités. 

Pour exemple de la loi que je considère, je citerai encore la lon- 
gueur de la vie moyenne dans l’espèce humaine. Sur un nombre consi. 
dérable d’enfants nés en des lieux et h des époques assez rapprochés, il 
y en aura qui mourront en bas âge, d’autres qui vivront plus long- 
temps, d’autres qui atteindront les limites de la longévité; or, malgré 
les vicissitudes de la vie des hommes, qui mettent de si grandes diffé- 


; 
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rences entre les âges des mourants, si l’on divise la somme de ces âges 
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parleur nombre supposé très grand, le quotient, ou ce qu’on appelle 
la vie moyenne , sera une quantité indépendante de ce nombre. Sa 
durée pourra ne pas être la même pour les deux sexes; elle pourra 
différer dans les différents pays, et à différentes époques, parce quelle 
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dépend du climat, et sans doute aussi du bien-être des peuples : elle 
augmentera si une maladie vient à disparaître, comme la petite-vérole 
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par le bienfait de la vaccine; et, dans tous les cas, le calcul des proba- 
bilités nous montrera si les variations reconnues dans cette durée, sont 
assez grandes et résultetg d’un assez grand nombre d’observations. 
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pour qu’il soit nécessaire de les attribuer à quelques changements ar- 
rivés dans les causes générales. Le rapport entre les nombres des nais- 
sances annuelles masculines et féminines, dans un pays d’une grande 
étendue, a également une valeur constante, qui ne semble pas dé- 
pendre du climat, mais qui, par une singularité dont il ne serait peut- 
être pas difficile d’assigner une cause vraisemblable, parait être 
différente pour les enfants légitimes et pour les enfants nés hors de 
mariage. 

La constitution des corps formés de molécules disjointes que sépa- 
rent des espaces vides de matière pondérable, offre aussi uneapplication, 
d’une nature particulière, de la loi des grands nombres. Par un point 
pris dans l’intérieur d’un corps et suivant une direction déterminée, si 
l’on tire une ligne droite, la distance de ce point à laquelle elle rencon- 
trera une première molécule, quoique très petite en tous sens, variera 
néanmoins dans^de très grands rapports avec sa direction : elle pourra 
être dix fois, vingt fois, cent fois. . . . plus grande dans un sens que 
dans un autre. Autour de chaque point, la distribution des molécules 
pourra être très irrégulière, et très différente d’un point à nn autre ; elle 
changera même incessamment par l’effet des oscillations intestines des 
molécules ; car un corps en repos n’est autre chose qu’un assemblage 
de molécules qui exécutent des vibrations continuelles dont les ampli- 
tudes sont insensibles, mais comparables aux distances iutermoléculai- 
res. Or, si l’on divise chaque portion du volume, de grandeur insensi- 
ble, par le nombre des molécules qu’elle contient, lequel nombre sera 
extrêmement grand à raison de leur excessive petitesse, et si l’on extrait 
la racine cubique du quotient, il en résultera un intervalle moyen des 
molécules, indépendant de l’irrégularité de leur distribution, qui sera 
constant dans toute l'étendue d’un corps homogène et partout à la même 
température, abstraction faite de l’iuégale compression de ses parties, 
produite par son propre poids. C’est sur de semblables cousidérations 
qu’est fondé le calcul des forces moléculaires et du rayonnement calori- 
fique dans l’intérieur des corps, tel que je l’ai présenté dans d’autres ou- 
vrages. 

Ces divers exemples de la loi des grands nombres sont tous pris 
dans l'ordre des choses physiques; nous pourrions, s’il était néces- 
saire, les multiplier encore davantage; il ne sera pas non plus 
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difficile d’en citer d’autres qui appartiennent aux choses de l'ordre mo- 
ral. Parmi ceux-ci, nous pouvons indiquer les produits constants 
d’impôts indirects, siuon annuellement, du moins pendant une pé- 
riode de peu d’années consécutives. Tel est, entre autres, le droit de 
greffe, porté dans les recettes annuelles de l’État pour une somme à 
peu près constante, et qui dépend néanmoins du nombre et de 
l’importance des procès, c’est-à-dire des intérêts opposés et variables 
des citoyens, et de leur facilité plus ou moins grande à plaider. Tels 
sont aussi les produits de la loterie de France, avant qu’elle fut heu- 
reusement supprimée, et des jeux de Paris, dont la suppression n'est 
pas moins désirable. Ces jeux présentent des rapports constants de 
deux natures distinctes : d’une part, la somme des mises est à peu 
près la même chaque année, ou pendant chaque période d’un petit 
nombre d’années; d'un autre côté, le gain du banquier est sensible- 
ment proportionnel à cette somme. Or, cette proportionnalité est 
un effet naturel du hasard qui amène les coups favorables an ban- 
quier, dans une proportion constante et calculable À priori d’après 
les règles du jeu; mais la constance de la somme des mises est un 
fait qui appartient à l’ordre moral, puisque les sommes jouées dé- 
pendent du nombre et de la volonté des joueurs. Il faut bien que ces 
deux éléments, la proportionnalité du gain et la somme des mises, soient 
peu variables, sans quoi le fermier des jeux ne pourrait pas évaluer 
d'avance le prix annuel qu’il s’engage à payer au Gouvernement , 
d’après les bénéfices que l'on a pu faire dans un bail précédent. L’ex- 
position que je ferai tout à l’heure des données de l’expérience sur les- 
quelles je me suis appuyé dans la question de la probabilité des juge- 
ments, fournira encore des exemplespéremptoires de la loi des grands 
nombres, observée dans les choses de l’ordre moral. On y verra 
que sous l’empire d'une même législation , le rapport du nombre 
des condamnations à celui des accusés, dans toute la France, a très peu 
varié d'une année à une autre; en sorte qu’il a sufli de considérer en- 
viron 7000 cas , c’est-à-dire le nombre de jugements prononcés chaque 
année par les jurys, pour que ce rapport parvint sensiblement à la 
permanence; tandis que dans d'autres questions, et par exemple dans 
Celle de la vie moyenne que je viens de citer, un pareil nombre serait 
bien loin detre suffisant pour conduire à un résultat constant. On y 
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verra aussi, d’une manière frappante, l’influence des causes générales 
sur le rapport dont il s’agit , qui a varié toutes les fois que la législation 
a changé. 

On ue peut donc pas douter que la loi des grands nombres ne con- 
vienne aux choses morales qui dépendent de la volonté de l’homme, 
de ses intérêts, de ses lumières et de ses passions, comme à celles de 
I ordre physique. Et, eu effet, il ne s’agit point ici de la nature des 
causes, mais bien de la variation de leurs efl'ets isolés et des nombres 
de cas nécessaires pour que les irrégularités des faits observés se ba- 
lancent daus les résultats moyens. La grandeur de ces nombres ne 
saurait être assignée d’avance; elle sera différente dans les diverses 
questions, et , comme on l’a dit plus haut, d’autant plus considérable , 
en général, que ces irrégularités auront plus d’amplitude. Mais à cet 
égard, on no doit pas croire que les effets de la volonté spontanée, de 
l'aveuglement des passions, du défaut de lumières, varient sur une 
plus grande échelle que la vie humaine, depuis l’enfant qui meurt 
en naissant jusqu’à celui qui deviendra centenaire ; qu’ils soient plus 
difficiles à prévoir que les circonstances qui feront périr un vaisseau 
dans un long voyage; plus capricieux que le sort qui amène une carte 
ou un dé. Ce ne sont pas les idées que nous attachons à ces efl'ets et à 
leurs causes, mais bien le calcul et l’observation qui peuvent seuls fixer 
les limites probables de leurs variations , dans de très grands nombres 
d’épreuves. 

De ces exemples de toutes natures, il résulte que la loi universelle 
des grands nombres est déjà pour nous un fait général et incontestable, 
résultant d'expériences qui ue se démentent jamais. Cette loi étant 
d’ailleurs la base de toutes les applications du calcul des probabilités, 
ou conçoit maintenant leur indépendance de la nature des questions, 
et leur parfaite similitude, soit qu’il s'agisse de choses physiques ou 
de choses morales, pourvu que les données spéciales que le calcul 
exige, dans chaque problème, nous soient fournies par l'observation. 
Mais, vu son importance, il était nécessaire de la démontrer directe- 
ment ; c’est ce que j’ai tâché de faire ; et je crois y être enfin parvenu , 
comme on le verra dans la suite de cet ouvrage. Le théorème de Jac- 
ques Bernouilli , cité plus haut, coincide avec cette loi des grands 
nombres, dans le cas particulier où les chances des événements de- 
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meurent constantes pendant la série des épreuves, ainsi que le sup- 
pose essentiellement la démonstration de l’auteur, qu’il médita, 
comme on sait, pendant vingt années. 11 était donc insuffisant dans 
les questions relatives à la répétition des choses morales ou des 
phénomènes physiques, qui ont, en général, des chances continuel- 
lement variables, le plus souvent sans aucune régularité; et pour 
y suppléer, il a fallu envisager la question d'une manière plus générale 
et plus complète que l’état de l’analyse mathématique ne le permettait 
à l'époque de Jacques Bernouilli. Lorsque l'on considère cette cons- 
tance des rapports qui s’établit et se maintient entre les nombres de 
fois qu'un événement arrive et les nombres très grands des épreuves , 
malgré les variations de la chance de cet événement pendant leur 
■durée, on est tenté d’attribuer cette régularité si remarquable à l’ac- 
tion de quelquecause occulte, sans cesse agissante ; mais la théorie des 
probabilités fait voir que la constance de ces rapports est l’état na- 
turel des choses, dans l'ordre physique et dans l'ordre moral, qui 
se maintient de lui-mèuie sans le secours d’aucune cause étrangère, 
et qui, au contraire, ne pourrait être empêché ou troublé que par 
l'intervention d’une semblable cause. 

Le gouvernement a publié les Comptes généraux de Cadminislration 
de la justice criminelle , pour les neuf années écoulées depuis i 8 a 5 
jusqu’à I £$33 ; c’est dan 6 ce recueil authentique, et présenté avec un 
soin remarquable, que j'ai puisé tous les documents dont j’ai fait 
usage. Le nombre des procès jugés annuellement par les cours d’as- 
sises du royaume a été d’à peu près 5ooo, et celui des accusés d’envi- 
rou 7000 . Depuis i8a5 jusqu’à i83o inclusivement, la législation 
criminelle n’a pas changé, et les condamnations par les jurys ont 
été prononcées à la majorité d’au moins sept voix contre cinq, sauf 
l’intervention de la cour dans les cas de cette plus petite majorité. 
En i83i, cette intervention a été supprimée, et l’on a exigé la ma- 
jorité d'au moins huit voix contre quatre, ce qui a dit rendre les 
acquittements plus fréquents. Le rapport de leur nombre à celui 
des accusés, pendant les six premières années, s’est trouvé égal à o,3g, 
en négligeant les millièmes : une seule année il s’est abaissé à o,38, 
et une autre année, il s’est élevé à 0 , 40 ; d’où il résulte que dans celte 
période, il n’a varié d'une année à une autre, que d'un centième de 
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part et d’autre de sa valeur moyenne. On peut donc prendre o,5o 
pour la valeur de ce rapport, et 0,61 pour le rapport du nombre des 
condamnations à celui des accuses, sous l’empire de la législation 
antérieure à i83i. A cette même époque, le rapport du nombre des 
condamnations prononcées à la majorité minima de sept voix contre 
cinq, an nombre total des accusés, aétéo,07,et il a aussi très peu varié 
d'une année à une autre. En retranchant cette fraction de 0,61 , il 
reste o,54 pour la proportion des condamnations qui ont eu lieu à 
plus de sept voix contre cinq; le rapport du nombre des acquitte- 
ments à celui des accusés aurait donc été 0,46, si l’on eût exigé, 
pour la condamnation, une majorité d’au moins huit voix contre 
quatre; or, c’est effectivement ce qui est arrivé pendant l'année i 85 i, 
de sorte que la différence entre ce rapport conclu des années précé- • 
ilentes et celui qui a été observé dans celle-ci, est à peine d’un 
demi-millième. 

En i83a, en conservant la même majorité minima qu’en j85i, 
la loi a prescrit la question des circonstances atténuantes , entraî- 
nant, dans le cas de l’affirmative, une diminution de pénalité; 
l’effet de cette mesure a du être de rendre plus faciles les con- 
damnations par les jurys; mais dans quelle proportion? C’est ce 
que l’expérience seule pouvait nous apprendre , et qu’on ne pouvait 
pas calculer d’avance , comme l’augmentation du nombre des acquit- 
tements, qui avait eu lieu par un changement dans la pins petite 
majorité. L’expérience a fait voir qu’en i85a, la proportion des 
acquittements s'est abaissée à 0,41; elle est restée la meme , à un 
millième près, dans l'année i833, pour laquelle la législation n’a 
pas changé : le rapport du nombre des condamnations h celui des 

accusés, avant, pendant et après 1 83 1, a donc été successivement , 

-^L, de manière qu’après avoir diminué de 0,7, par l'effet d’une 

voix de plus exigée dans la majorité, il a augmenté seulement de o,5, 
par l’influence de la question des cin'onstances atténuantes sur l’esprit 
des jurés (*). 



(*J Dans le compte de l’administration de la justice criminelle pour l’année 1834, 
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Pendant ces deux années t85a et i855, le nombre des procès po- 
litiques, soumis aux cours d'assises, a été considérable; ou l'a retran- 
ché du nombre total des procès criminels, dans l’évaluation qui a 
donné 0,41 pour la proportion des acquittements; en y ayant égard, 
on trouve que cette proportion s'élèverait à o,/ ( r > ; ce qui montre déjà 
l'influence du genre des affaires sur le nombre des acquittements pro- 
noncés par les jurys. Cette influence est rendue tout-à-fait évidente 
dans les Comptes généraux : les procès criminels y sont classés en 
deux divisions principales; ceux qui ont pour objet des vols ou 
autres attentats contre les propriétés; ceux qui se rapportent aux 
altcutats contre les personnes, et dont le nombre est environ le 
tiers de celui des premiers, ou le quart du nombre total des af- 
faires. Depuis i8a5 jusqu’à i85o, le rapport du nombre des ac- 
quittements à celui des accusés n’a été que o,34 dans la première 
division, et dans la seconde, il s’est élevé à o,5a, c'est-à-dire que 



que te gouvernement vient de publier, ou trouve que pendant cette année, où la 
législation a été la même que pour Ira deux années précédentes, le rapport du 
nombre des condamnés à celui des accusés, s'est élevé à 0,60; de sorte qu’il a 
seulement excédé d’un centième celui qui avait eu lieu eu i83i et ■ 833. Le gou- 
vernement de la Belgique, A l’instar de celui de notre pays, a aussi publié le 
Compte général de V administration de la justice criminelle dans ce royaume. Le 
jury ayant été rétabli vers le milieu de 1 83 ■ , et la majorité nécessaire pour la 
condamnation étant d’au moins sept voix contre cinq, le rapport du nombre des 
acquittements & celui des accusés a été o, jt, o,4o, o,3g, pour les années i83a, 
i833, 1 834, et, ce qui est remarquable, sa valeur moyenne o,4o, n’a différé que 
d’un centième de ce qu’elle était en France & la même majorité. Avant le rétablisse- 
ment du jury, les tribunaux criminels de la Belgique se composaient de cinq juges; 
et les condamnations pouvaient être prononcées à la simple majorité de trois voix 
contre deux : le rapport du nombre des acquittements à celui des accusés, variait 
aussi très peu d'une année A une autre ; mais il s'élèvait seulement i environ o , i y, 
ou à moins de moitié de celui qui a lieu pour les jugements des jurys. Cette diffé- 
rence de plus du simple au double, entre les proportions dçs acquittements, ne 
tient pas seulement aux nombres cinq et douce, des juges et desjurés, ni aux ma- 
jorités minima, trois contre deux et sept contre cinq ; elle suppose aussi, comme on 
le verra dans cet ouvrage, que les juges exigeaient, pour les condamnations, une 
probabilité noublement moindre que les jurés, quelle que soit, d'ailleurs, la 
cliauce d’erreur pour les uns et pour les autres. 
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le nombre des acquittements a même surpasse de 0,04, celui des 
condamnations. Les valeurs annuelles de chacun de ces deux rapports 
ont varie seulement de 0,02, tout au plus, de part et d'autre de ces 
fractions 0,34 et o, 5 a. Il faut aussi remarquer que le nombre des 
condamnations prononcées à la majorité minima de sept voix contre 
cinq, n’a été que o,o 5 du nombre des accusés de crimes contre les pro- 
priétés, et qu il s’est élevé à o, j t, dans le cas des accusés de crimes 
contre les personnes; en sorte que non-seulement les condamna- 
tions ont été proportionnellement plus nombreuses dans le premier 
casque dans le second, mais elles ont aussi eu lieu, en général, à de 
plus fortes majorités. Ces différences peuvent tenir en partie à une 
moindre sévérité des jurés, quand il s’agit des attentats contre les 
personnes, que dans le cas des attentats contre les propriétés, 
qu’ils jugent sans doute plus dangereux pour la société, parce que ces 
crimes sont les plus fréquents. Mais une manière différente de ju- 
ger dans les deux cas, ne suffirait pas pour produire la grande 
inégalité dans la proportion des acquittements que l’expérience a 
fait connaître; et le calcul montre qu'elle provient aussi d'une plus 
grande présomption de la culpabilité, résultant de l’information 
antérieure au jugement , à l’égard des accusés de vols que relati- 
vement aux autres accusés. 

Les Comptes généraux mettent aussi en évidence d’autres rapports 
que les grands nombres ont rendus à peu près invariables, mais dont je 
u’ai point eu h faire usage. -Ainsi, par exemple, depuis 182(1. époque 
ou l’on a commencé à indiquer le sexe des prévenus, jusqu’à 1 853 , 
le rapport du nombre des femmes mises en jugement au nombre total , 
des accusés, a été annuellement 0,18 à peu près : une seule fois il 
s'est élevé à prèsdeo,ao, et une seule fois il est descendu à 0,16. 11 est 
constamment plus grand dans les affaires de vols que dans le cas des 
attentats contre les personnes ; la proportion des acquittements est 
aussi plus considérable pour les femmes que pour les hommes , et 
s’élevait pour elles à près de o, 43 , lorsque sa valeur n’était que o, 3 g 
pour les accusés des deux sexes. 

Mais la constance de ces diverses proportions, qui s’observe chaque 
année dans la France entière, n’a plus lieu lorsque l'on considère les 
cours d’assises isolément. La proportion des acquittements varie nota- 
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blement d’une année à une autre, pour un même département et sous ' ■ . 
une meme législation ; ce qui montre que dans le ressort d’une cour 
d assises, le nombre annuel des procès criminels u’est point assez, 
grand pour que les irrégularités des votes des jurés se balancent , et 
que le rapport du nombre des acquittements à celui des accusés par- 
vienne à la permanence. Ce rapport varie encore plus d’un départe- > 
ment a un autre, et le nombre des procès dans chaque ressort de cour 
<T assises n est pas non plus assez considérable pour qu’on puisse dé- 
cider, avec une probabilité suffisante, quelles sont les parties de la s 
France où les jurys ont plus ou moins de tendance à la sévérité. Il n’y 
a guère que le département de la Seine où les procès criminels sont 
assez nombreux pour que le rapport qui s’observe entre les nombres 
des acquittements et des accusés ne soit pas très variable, et puisse 
être comparé à celui qui a lieu dans la Fcauce entière. Le nombre des 
individus traduits chaque année devant la cour d’assises de l’aris est 
d environ 800, ou a peu près le neuvième du nombre correspondant 
pour tout le royaume. Depuis i 8 a 5 jusqu’à i 83 o, la proportion des 
acquittements a varié entre o ,55 et 0,40, et sa valeur moyenne n'a été 
que o, 35 , tandis qu’elle s’élevait à o, 3 g, ou à 0,04 de plus, pour la 
t rance entière. Quant au rapport du nombre des condamnations pro- 
noncées à la majorité minima de sept voix contre cinq, an nombre 1 , 
des accusés, il a aussi été un peu moindre pour Paris, et s’est seule- 
ment élevé à o,o 65 , au lieu de 0,07 qu’il était pour toute la France, 
sans distinction de l’espèce de crimes. 

Telles sont les données que l’expérience a fournies jusqu’à présent 
sur les jugements des cours d’assises. Maintenant, l’objet précis de la ‘ 
théorie est de calculer, pour des jurys composés d’uu nombre déter- •’ 
miné de personnes, jugeant à une majorité aussi détermiuée, et pour 1 
nu très grand nombre d'affaires , la proportion des acquittements et 
des condamnations qui aura lieu très probablement, et la chance d’er- 
reur d’un jugement pris au hasard parmi ceux qui oui été ou qui se- 
rontrendus par ces jurys. Déterminer la chance d’erreur d’un jugement 
de condamnation ou d acquittement prononcé dans un procès connu et 
isole y serait impossible selon moi , a moins de fonder le calcul sur des 
suppositions lout-à-fait précaires, qui conduiraient à des résultats très 
différents, et, à peu près , à ceux que l’on voudrait, suivant ces hy- * 
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pothcses que l’on aurait adoptées. Mais pour la garantie de la société, 

*- . et celle que l’on doit aux accusés, ce n’est pas celle chance relative à 
un jugement particulier qu’il importe le plus de connaître; c’est celle 
qui se rapporte à l’ensemble des procès soumis aux cours d’assises danse 
une ou plusieurs années, et qui se conclut de l'observation et du cal- 
cul. La probabilité de l’erreur d'un jugement quelconque de condam- 
nation, multipliée par la chance qu’il aura lieu, est la mesure véri- 
table du danger auquel la société expose les accusés non coupables ; le 
produit delà chance d'erreur d'un acquittement, et de la probabilité 
qu’il sera prononcé, mesure de même le danger que court la société 
elle-même , et quelle doit également connaître, puisque c’est la gran- 
deur de ce danger qui peut seule justifier l'éventualité d'une injuste 
condamnation Dans cette importante question d’humanité et d’ordre 
public, rien ne pourrait remplacer les formules analytiques qui ex- 
priment ces diverses probabilités. Sans leur secours, s’il s’agissait de 
changer le nombre des jurés , ou de comparer deux pays où il fut diffé- 
rent, comment saurait-on qu’un jury composé de douze personnes, et 
jugeant à la majorité de huit voix au moins contre quatre, offre plus 
ou moins de garantie aux accuses et ù la société qu’un autre jury com- 
posé de neuf personnes, par exemple, pris sur la même liste qu’au- 
paravant, et jugeant à telle ou telle majorité? Comment déciderait-on 
si la combinaison qui existait en France avant i83i, d’une majorité 
d'au moins sept voix contre cinq, avec l'intervention des juges dans 
le cas du minimum, est plus avantageuse ou moins favorable que 
celle qui a lieu aujourd’hui, de la meme majorité avap l’influence de 
la question des circonstances atténuantes ? ce qu'au reste on ne peut 
pas savoir, quanta présent, faute des données de l’observation rela- 
tives à l’époque actuelle. 

Les formules dout on vient de définir l'objet, et que l’on trouvera 
dans cet ouvrage, ont été déduites, sans aucune hypothèse, des lois 
générales et connues du calcul des probabilités. Elles renferment deux 
quantités spéciales qui dépendent de l’état moral du pays, du mode de 
procédure criminelle en usage, et de l’habileté des magistrats chargés 
de la diriger. L’une exprime la probabilité qu’un juré pris au hasard 
sur la liste du ressort # d’une cour d’assises, ne se trompera pas dans son 
vote; l’autre est la probabilité, avant l’ouverture des débats, que l’ac- 
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cusé soit coupable. Ce sont les deux éléments essentiels de la question 
des jugements criminels; leurs valeurs numériques doivent être con- 
clues des données de l’expérience, de même que les constantes con- 
tenues dans les formules de l’astronomie, sont déduites de l’observa- 
tion; et la solution entière du problème que l’on s’est proposé dans 
ces recherches exigeait le concours de la théorie et de l’expérience. 
Les données de l’observation dont j’ai fait usage , au nomhre de deux , 
comme celui des éléments à déterminer, sont le nombre de condam- 
nés à la majorité d’au moins sept voix contre cinq, et dans ce nom- 
bre celui des condamnés à cette majorité mitiima , divisés l'un et 
l’autre par le nombre total des accusés. Ces rapports étant très dif- 
ferents pour les crimes contre les personnes et pour les attentats contre 
Jes propriétés, j’ai considéré ces deux cas séparément. Us ne sodI pas 
non plus les mêmes dans tous les départements; mais la nécessité de 
les déduire de très grands nombres, m’a forcé de réunir, pour chacun 
des deux genres decrimcsy les jugements de toutes les cours d’assises 
du royaume; les valeurs que j’en ai ensuite conclues pour les deux 
éléments dont il s’agit, ne sont donc qu’approchées, et supposent que 
ces éléments ne varient pas beaucoup d’un département à un autre. 
Mais la loi nouvelle en rétablissant la majorité d’au moins sept voix 
contre cinq, suffisante potir la condamnation, a prescrit aux jurys de 
faire connaître si elle a été prononcée à cette plus petite majorité; ou 
connaîtra donc, par la suite, dans chaque département, des nombres 
de condamnations, soit à la majorité minima, soit à une majorité 
quelconque, assez considérables pour servir à la détermination de 
nos deux éléments; et l’on saura de cette manière, si la chance d’erreur 
des jurés varie notablement avec les localités. Déjà, pour le dépar- 
tement de la Seine isolément, le calcul montre que cette chance est un 
peu moindre que pour le reste de la France. 

Voici actuellement les principaux résultats numériques que l’on 
trouvera dans cet ouvrage, et dont il m’a paru utile de présenter ici 
un résumé. 

Avant i83r, et pour la France entière, la probabilité qu’un juré ne 



se tromperait pas dans son vote élajt un peu supérieure à | , daus le 

cas des crimes contre les personnes, et à très peu près égale à — dans 
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le cas des crimes contre les propriétés. Sans distinction de l'espèce de 

• , . 3 

crimes, cette chance était très peu' inférieure à 7 , toujours pour tout le 

royaume, et un peu supérieure à cette fraction pour le département 
de la Seine en particulier. En môme temps, l’autre élément des ju- 
gements criminels, c’est-à-dire la probabilité avant le jugement, de 

la culpabilité de l’accusé, ne surpassait pas beaucoup ~ et se trouvait 
comprise entre o ,53 et o, 54 , pour la France entière et dans le cas des 
crimes contre les personnes: elle surpassait un peu - , dans le cas des cri- 
mes contre les propriétés; sans distinction de l’espèce de crimes, elle 
était à peu près égale à 0,64, et s’élevait à environ 0,68 dans le res- 
sort de la cour d'assises de Paris. En retranchant de l’unité ces diverses 
fractions, on aura les probabilités qui leur correspondent de l’er- 
reur d'un juré et de l’erreur de l’accusation. On peut remarquer que la 
probabilité antérieure au jugement, de la culpabilité de l’accusé, surpasse 
toujours le rapport du nombre des condamnations à celui des accusés ; 
ainsi, par exemple, dans le cas où cette probabilité était la plus petite et 

excédait ^ de trois ou quatre centièmes seulement, ce rapport, comme 
on l a dit plus haut, était au-dessous de ; d’environ deux centièmes. Ce 

résultat est général ; et les formules de probabilités font voir qu’il a 
toujours lieu, quelles que soient l'habileté des magistrats, la chance 
de l’erreur d’un juré, la majorité exigée pour la condamnation. Il 
faut aussi observer que cette probabilité antérieure au jugement, de la 
culpabilité des accusés, exprime seulement la probabilité qu’ils sont 
condamnables par les jurys, d’après leur manière déjuger, c’est-à-dire 
d’après le degré inconnu de probabilité qu’ils exigent pour la con- 
damnation , et quelle est sans doute inférieure à la probabilité qu'un 
accusé soit réellement coupable, résultant de l’information prélimi- 
naire. Personne, en effet, n’hésiterait à parier beaucoup plus d’un • 
contre un, par exemple, qu’un individu est coupable, quand il est 
traduit à la cour d’assises pour un crime contre les personnes, quoi- 
que la probabilité antérieure au jugement, que l’on a trouvée pour ce 
genre de crimes, surpasse fort peu la fraction J. 
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En 1 83 1 ,1a majorité su Bisante pour la condamnation a seule été chan- 
gée, et les deux éléments que uous considérons ont dû rester les mêmes. 
Dans les années suivantes, la question des circonstances atténuantes a 
sans doute influé sur les valeurs de ces éléments ; mais connaissant seu- 
lement, pour i83a et t833, le rapport du nombre total des condam- 
nations à celui des accusés, cette donnée ne suffît pas à la détermi- 
nation de nos deux éléments, et nous ignorons si, à cette époque, 
la chance qu’un juré ne se trompait pas, était devenue plus grande ou 
moindre qu’auparavant : nous ne pourrions le savoir qu’en faisant 
sur l’autre élément une hypothèse qui risquerait de s’écarter beau- 
coup de la vérité. Nous ignorons également si cette chance de ne 
pas se tromper ne changera pas encore sous la législation acti^Jc, 
à raison du vote secret (*) imposé aux jures. Quand elle aura pu 
être déterminée, ainsi que la chance de la culpabilité résultant de 
l’information antérieur^PI jugement, au moyen d’un nombre suf- 
fisant d’observations futures, on connaîtra aussi, en répétant ces 
calculs à des époques plus ou moins éloignées, si ces deux éléments 
varient en France progressivement dans un sens ou dans un autre; 
ce qui fournira un important document sur l’état moral de notre 
pays. 

Malgré une plus grande expérience des procès criminels que les 



(*) Les jures ne pouvant plus revenir sur leurs décisions, dès qu’elles auront été 
prises au scrutin secret, il y a un cas singulier qui pourra se présenter quelque- 
fois, et qu'il est bon de signaler. Deux individus que j'appellerai Pierre et Paul, 
sont accusés d’un vol; è la question si Pierre est coupable de ce vol, quatre jurés 
répondent oui, trois autres oui, les cinq autres non : l'accusé est déclaré coupable 
X la majorité de sept voix contre cinq; 1 la question, si Paul est coupable du 
même vol, les quatre premiers jurés répondent ont, les trois autres qui avaient dit 
oui contre Pierre disent non contre Paul , les cinq derniers répondent oui; Pierre 
est donc déclaré coupable à la majorité de neuf voix contre trois. On pose ensuite 
la question , si le vol a été commis par plusieurs , qui cntrainc , dans le cas de 
l'affirmative, une plus forte pénalité. Conséquemment à leurs votes précédents, leè 
quatre premiers jurés répondent oui, et les huit autres qui ont jugé, ou Pierre nu 
Paul innocent, répondent non. La décision du jury, sans qu’il y ait aucune contra- 
diction dans les votes des jurés, est donc que les deux accusés sont coupables du 
voU et en même temps que ce vol n’a pas été commis par plusieurs. 
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juges ont sans doute, leur chance de ne pas se tromper daas leur vole 
parait cependant peu différente de celle des jurés. En effet, le cas où 
la majorité du jury, pour la condamnation, ne s’est formé qu’à sept 
, voix contre cinq s'est présenté 191 1 fois dans la France entière, de- 
puis 1826 jusqu’à i 83 n; les cours d’assises, composées alors de cinq 
juges, et appelées, dans ce cas, à intervenir, se sont réunies 3 14 fois à la 
minorité du jury ; or, le calcul montre qu’elles auraient dù s’y joindre 
environ 282 fois, en supposant la probabilité de ne pas se tromper égale 
pour les juges et pour les jurés; et quoique ces deux nombres 3 14 et 28a 
ne soient pas assez considérables pour qu'on puisse décider, avec une 
très grande probabilité, à quel point cette hypothèse s’écarte de la 
v^^>, leur peu de différence est une raison dépenser qu’il doit aussi 
eu exister très peu entre les chances d'erreur des juges et des jurés; 
en sorte que pour les jurés, cette chance n^arovient pas, comme on 
pourrait le croire, de leur defaut d'habinHL 

Toutes choses d'ailleurs égales, il est évident que la proportion des. 
condamnations diminuerait à mesure que l'on exigerait du jury une 
- plus grande majorité. S’il fallait, comme en Angleterre, runanimité 
' ’ des douze jurés, soit pour condamner, soit pour absoudre, et que 
l’on prit pour les valeurs des deux éléments de la justice criminelle, 
celles qui se rapportent à la France entière, sans distinction de l’espèce 
• des crimes, la probabilité d’une condamnation différerait peu d’un 
cinquantième, et celle d’un acquittement serait à peu près moitié 
moiudrc; ce qui rendrait les décisions très difficiles, à moins qu’il 
n’y eût le plus souvent une sorte d’arrangement entre les jurés, et 
qu’une partie d’entre eux ne fit le sacrifice de son opinion. On voit 
même que sans cela, les acquittements unanimes seraient plus difficiles 
et plus rares que les condamnations, dans le rapport de deux à un. Ce 
11e serait que dans un nombre de 32 affaires prises au hasard, que 
l’on pourrait parier un contre un, qu’il y aurait un jugement de 
condamnation ou d’acquittement, prononcé à l’unanimité (*). 

Après le jugement, la probabilité que l’accusé soit coupable est 



(*) D’après des documents publiés en Angleterre, et qui paraissent digues de ■ 
- . Toi, le nombre des individus traduits annuellement devant les jurys s’est continuel- 
lemenl accru dans ces derniers temps, et le rapport du nombre des condamnations 4P 
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beaucoup plus grande ou beaucoup moindre qu’auparavant, selon 
que l’accusé a clé condamné ou acquitté ; les formules de cet ouvrage 
en donnent la valeur, dès que les deux éléments qu’elles renferment 
ont été déterminés par l'observation , et d’après la majorité à laquelle 
le jugement a été prononcé. Si la majorité nécessaire pour la con- 



ccluidcs accuses, a aussi augmenté d'une manière progressive (i). Voici des résultats 
extraits de ces documents, et que l’on pourra comparer A ce qui a lieu dans notre 
pays. Les nombres suivants se rapportent sculemcul à l’Angleterre et au pays de 
(■ailes. Ils répondent A trois périodes de chacune sept années, finissant en 1818, 
1825 , i832. 
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Pendant la période de sept années qui a fini en 181 y, le nombre des accusés ne 
«'était pas élevé tout-A-fait A 35ooo, et la proportion' des condamnations avait été 
un peu au-dessous de 0,60. Dans la seule année t83a, la dernière de ces périodes, 
le nombre des accusés est parvenu A 20829, '49477 ou * peu prés les trois 

quarts, ont etc condamnés, ,1’ignoresi ce nombre a augmenté ou dimiuué dans les 
années suivantes. La proportion des peines les plus faibles est peu différente en An- 
gleterre et eu France. Ou voit par le tableau ci-dessus qu'en Angleterre, le 
nombre des peines d'cmprisonueincut est A peu près les deux tiers du nombre 
total des condamnations; pendant les années i83a et 1 833, le premier nombre a 
surpassé en France la moitié du second. Ce tableau montre, en outre, que dans la der- 
nière période septénaire, où il a été le plus petit, le nombre des sentences de mort 
exécutées, s'est élevé, terme moyeu, A 60 chaque année; maintenant, il est moitié 
moindre en France, et ne dépasse pas 3o annuellement. 



(*) Tables of tbe revenue, papulation, etc., pf lhe United kngdom; cotnpiled/rom pffieial returnt; 

IrG. A. Porter. Part 11. 
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damnation est celle d’au moins huit voix contre quatre, la probabilité 
qu’un condamné est coupable surpasse un peu la fraction 0,98, dans 
le cas des crimes contre les personnes, et la fraction 0,998, dans le 
cas des crimes contre les propriétés; ce qui réduit à un peu moins de 
deux centièmes et de deux millièmes , les chances d’erreur d’une con- 
damnation prononcée dans l’un et l’autre cas. En ayant égard à la 
probabilité de netre point acquitté, il s’ensuit que la chance d’une 
condamnation erronée est à peu près un cent cinquantième pour un 
accusé de crime contre les personnes, et seulement quatre millièmes 
pour un accusé de crime contre les propriétés. On trouve, en même 
temps, à très peu près 0,7a et 0,82 pour les probabilités de l’inno- 
ceucc d’un accusé dans ces deux cas, lorsqu’il a été acquitté; et eu 
tenant compte de la probabilité de netre pas condamné, on trouve 
aussi, pour la chance qu’un accusé coupable sera acquitté, à peu 
près 0,1 8 dans le premier cas, et 0,07 dans le second; en sorte que 
sur un très grand nombre d’individus acquittés, il y en a plus d’un 
sixième, d’une part, et environ un quatorzième de l’autre part qui 
auraient dû être condamués. 

Dans les sept années écoulées depuis i 8 a 5 jusqu a i 83 i , le nombre 
des condamnés à cette majorité d’au moins huit voix contre quatre 
dans la France entière, a été de près de 6000 pour des crimes contre 
les personnes, et d’environ aa,ooo pour des crimes contre les pro- 
priétés; d’après les chances d’une condamnation erronée, que l’on 
vient de citer, il y a donc lieu de croire qu’environ 40 et 88 de ces 
individus n’étaient pas coupables; ce qui ferait 18 annuellement. En 
même temps, le nombre des individus acquittés et coupables a dû 
être vingt fois aussi grand, ou égal à environ 36 o chaque année, sur 
le nombre total des accusés qui n’ont pas été condamnés. Mais on ne 
doit pas perdre de vue le sens que nous attachons à ce mot coupable , 
qui a été expliqué plus haut, et duquel il résulte que le nombre 18 
n’est qu’une limite supérieure de celui des condamnés réellement in- 
nocents, tandis que 56 o est, au contraire, une limite inférieure du 
nombre des individus acquittés quoiqu’ils ne fussent point innocents. Ces 
résultats du calcul, loin de nuircau respcctque l'on doit à la chose jugée, 
et de diminuer la confiance dans les décisions des jurys, sont pro- 
pres, au contraire, à empêcher toute espèce d’exagération de l'erreur 
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à craindre dans les condamnations. A la vérité, ils ne sont pas de 
nature à pouvoir se vérifier par l’expérience; mais ces résultats 
ont cela de commun avec beaucoup d’autres applications des ma- 
thématiques, qui ne sont pas non plus susceptibles de vérification, 
et dont la certitude repose uniquement, comme ici, sur la rigueur 
des démonstrations, et sur l’exactitude des dounées de l’obser- 
vation. 

Dans les années qui ont précédé i 85 i, et pour la France entière, la 
probabilité de l’erreur d’une condamnation prononcée à la majorité 
minima de sept voix contre cinq était à très peu près o,i6ouo,o4, 
selon qu’il s'agissait d’un crime contre les personnes ou d’un crime 
contre les propriétés; sans distinction de l’espèce de crime, elle avait 
pour valeur 0,06. D’après la formule de Laplace, cette chance 
d’erreur serait la même dans tous les cas, et à peu près quintuple 
de 0,06. Mais il faut, en outre, observer que l’intervention de la cour 
étant alors nécessaire, dans le cas de la plus petite majorité, cette 
chance d’erreur 0,06 se trouvait réduite à un peu moins d’un cen- 
tième, si les juges confirmaient la décision des jurés; en sorte que 
sur i 5()7 condamnations qui ont eu lieu de cette manière, dans les 
cinq années écoulées depuis 1826 jusqu’à i 83 o, on peut croire qu’en- 
viron i 5 ou 16 étaient erronées, en ce sens que les accusés n’étaient 
pas condamnables, mais non pas qu’ils fussent innocents. 

Le caractère distinctif de cette nouvelle théorie de la probabilité 
des jugements criminels étant donc de déterminer d’abord, d’après 
les données de l’observation dans un très grand nombre d'affaires de 
même nature, la chaocc d’erreur du vote des juges, et celle de la 
culpabilité des accusés avant l’ouverture des débats, elle doit con- 
venir à toutes les espèces nombreuses de jugements : à ceux de la 
police correctionnelle, de la justice militaire, de la justice en matière 
civile, pourvu que l’on ait, dans chaque espèce , les données suffi- 
santes pour la détermination de ces deux éléments. Elle doit aussi 
s’appliquer aux jugements qui ont été rendus en très grand nombre 
par des tribunaux extraordinaires, pendant les temps malheureux de 
la révolutiou ; mais , à cet égard , il est nécessaire d’entrer dans quel- 
ques explications, afin qu’il ne reste aucun doute sur la généralité et 
l’exactitude de la théorie, lia difficulté que ce cas d’exception présente 
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n’a point échappé à des personnes qui voulaient bien écouter avec in- 
térêt les résultats de mon travail. 

Un accusé peut être condamné, ou parce qu’il est coupable, et que 
les juges ne se trompent pas, ou parce qu’il est innocent, et que les 
juges se trompent. Le rapport du nombre des condamnations à celui 
des accusés ne varie pas lorsque la probabilité, avant le jugement, que 

I accusé soit coupable, et celle que chaque juge ne se trompe pas dans 
son vote, se changent l’une et l’autre dans leurs compléments à l’unité. 

II demeure le même, par exemple, quand ces deux probabilités sont | 
et -J, et quand elles ne sont que j et 11 a aussi une meme valeur, 
lorsqu'elles diffèrent toutes deux très peu de la certitude, ou de l’u- 
nité, et lorsqu’elles sont toutes deux presque nulles; et dans ces cas 
extrêmes, le nombre des condamnations s’écarte très peu du nombre 
des accusations. Par celte raison, les équations qu’il faut résoudre pour 
déterminer ces probabilités sont toujours susceptibles de deux racines 
réelles et inverses l’une de l’autre. Toutefois, chacune de ces deux so- 
lutions a un caractère qui la distingue : en adoptant l’une, la probabi- 
lité qu'un condamné est coupable, sera plus grande que celle de son 
innocence; le contraire aura lieu en adoptant l'autre. Dans les cas ordi- 
naires, c'est donc la première solution qu’on doit choisir; car il ne se- 
rait pas raisonnable de supposer que les tribunaux fussent généralement 
injustes, ou qu’ils jugeassent le plus souveut au rebours du bon sens. 
Mais il n’en est plus de même quand les jugements sont prononcés sous 
l'influence des passions; ce n’est plus la racine raisonnable des équa- 
tions, c’est l’autre solution qu'il faut employer, et qui donne aux con- 
damnations une si grande probabilité d’injustice. La grande propor- ' 
(ion des jugements de condamnation, prononcés par les tribunaux 
révolutionnaires, n'est donc pas une preuve sutlisante de la culpabilité 
légale des accusés; et nous ne pouvons nullement conclure de cette 
proportion, celle des condamnésqui étaient coupables ou non coupables, 
selon les lois de cette époque, que ces tribunaux étaient chargés d'ap- 
pliquer. Il faut toujours faire attention que, dans cette théorie, . 
l’iniquité du juge et la passion de l’accusateur sont considérées comme 
des chances d’erreurs, aussi bien qu’une trop grande pitié ou un exces 
d’indulgence, et que le calcul est établi sur le résultat des votes, quels 
que soient les motifs qui les ont dictés. 






i • Y. . > - 

• ' V** 

• I* J»' . • 



• . 

■ ■ • r*,V 

• •* ^ . t •• - . :• - • • - 5. ■ 









' • _ •• **■’. 

» .y 

> Difitized 



f 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 



^7 



Dans les tribunaux de police correctionnelle, le rapport du nombre 
des condamnés à celui des accusés a été compris entre 0,86 et o, 85 , 
d après la moyenne de neuf années consécutives et pour la France en- 
tière; mais cette donnée ne suffit pas pour déterminer la probabilité, 
avant le jugement, de la culpabilité de l’accusé, et la probabilité 
qu un juge de ces tribunaux ne se trompera pas dans son vote. En sup- 
posant les jugements prononcés par trois juges, ce qui parait avoir 
lieu généralement, il faudrait aussi savoir suivant quelle proportion 
les condamnations ont eu lieu à l’unanimité, ou à la simple majorité 
de deux voix contre une; proportion qui ne nous est pas donnée par 
I observation, et à laquelle on ne pourrait suppléer que par quelque 
hypothèse gratuite. 

On manque aussi des deux données nécessaires pour déterminer, 
dans le cas des tribunaux militaires, les valeurs spéciales des deux élé- 
ments contenus dans les formules de probabilités. Les conseils de 
guerre se composent de sept juges ; les condamnations ne peuvent être 
prononcées qu’à la majorité d'au moins cinq voix contre deux; on 
évalue leur nombre total aux deux tiers de celui des accusés; niais on 
ignore la proportion de celles qui ont lieu, soit à l’unanimité, soit à 
une simple majorité; et faute de cette donnée de l'observation , on ne 
peut pas comparer, avec précision, la justice militaire à celle des 
cours d assises, sous le rapport de la chance d’erreur des jugements de 
condamnation et d’acquittement; ce qu’il serait cependant très inté- 
ressant de pouvoir faire. 



Lorsqu’il s’agit de jugements en matière civile, les formules de 
probabilités, au lieu de deux quantités spéciales, n’en contiennent plus 
qu’une, celle qui exprime la chance qu’un juge ne se trompera pas 
dans son vote. Les jugements des tribunaux de première instance sont 
rendus par trois juges, en général, selon le renseignement qui m’a 
été donné; mais on ne connaît pas le rapport du nombre de cas ou ils 
prononcent à l’unanimité, au nombre de cas où ils ne décident qu’à la 
simple majorité de deux voix contre une; ce qui rend impossible de 
déterminer directement la cbance d'erreur de leurs votes. Pour les ju- 
gemente dont il est fait appel devant les cours royales, on peut cal- 
culer cette chance, en comparant le nombre de ceux qui sont confir- 
més au nombre de ceux qui ne le sont pas, et supposant que cette 
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chance d’erreur soit la même pour les juges des deux tribunaux suc- 
cessifs. Quoique cette hypothèse s’e'carte peut-être beaucoup de la vé- 
rité, je l’ai admise cependant, alin de pouvoir donner un exemple du 
calcul de l’erreur à craindre dans les jugements civils. La vérité ou le . • 
bon droit résulterait de la décision, nécessairement unauime, de juges 
qui n'auraient aucune chance de se tromper; dans chaqueaffaire ce bon 
droit absolu est une chose inconnue : néanmoins, on entend par des 
votes et des jugements erronés, ceux qui lui sont contraires; et la • 
question consiste à déterminer leurs probabilités, et par conséquent, les 
proportions suivant lesquelles ils auraient lieu , à très peu près et très 
probablement, dans des nombres de cas suflisamnient grands. 

On trouve dans le Compte générai de l'administration de la justice 
civile, publié par le gouvernement, le nombre des jugements de pre- 
mière instance qui ont été confirmés par les cours royales, et celui des 
jugements qu’elles ont cassés, pendant les troisderniers mois de i85i, 
et les années i 83 a et i 833 . Le rapport du premier de ces deux nom- 
bres à leur somme, est à très peu près égal à o,68, pour la France en- 
tière; il n’a pas varie d’une année à une autre d’un 70 ' de sa valeur; 
eu sorte que malgré la diversité des affaires qui ont dù se présenter, 
et, sans doute aussi, l’inégale instruction dos magistrats de tout le 
royaume, il a suffi cependant d’environ 8000 arrêts prononcés annuel- 
lement, pour que le rapport dont il s’agit atteignit presque une valeur 
ronstante; ce qui présente encore un exemple bien remarquable de la 
loi universelle des grands nombres. Dans le ressort de la cour royale 
de Paris, ce rapport a été sensiblement plus grand et s’est élevé à envi- 
ron 0,76. 

En employant la valeur relative à la France entière, et prenant le 
nombre sept pour celui des conseillers de chaque cour royale, qui 
prononcent les arrêts d’appel en matière civile, on trouve un peu plus 
de 0,68, pour la probabilité qu’un de ces conseillers, ou l’un des juges 
de première instance, pris au hasard dans tout le royaume, ne se trom- 
pera ou ne s’est pas trompé, en opinant dans une affaire, prise aussi au 
hasard, parmi celles qui sont soumises annuellement aux deux degrés 
de juridictions. Il est possible, d’ailleurs, que cette probabilité soit dif- 
férente dans les affaires jugées en première instance et dont les parties 
n’ont point appelé. D’après cette fraction 0,68, on trouve, en ncgli- 
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géant les millièmes, 0,76, pour la probabilité île la bonté d’un juge- 
ment de première instance ; 0,95, pour celle de la bonté d’un arrêt de 
cour d’appel, quand il est conforme au jugement de première instance ; 
0,04, pour cette probabilité, lorsque l’arrêt est contraire au juge- 
ment ; enfin, o,j 5 , pour la probabilité qu’un arrêt de cour royale, dont 
on ignore s’il est conforme ou contraire au jugement de première ins- 
tance, sera confirmé par une seconde cour royale, jugeant sur les 
mêmes données que la première. Les probabilités qu’un tribunal de 
première instance et une première cour d’appel , jugeront tous les deux 
bien, le tribunal mal et la cour bien, celles-ci mal et le tribunal bien, 
tous les deux mal, auront respectivement pour valeur approchées, les 
fractions 0,649 i 0,1 1 5 ; o,o 35 , dont la somme est l’unité. 

Les questions relatives à la probabilité des jugements, dont on vient 
d’exposer les principes et de faire connaître les résultats, se trouveront 
dans le cinquième et dernier chapitre de cet ouvrage. Les quatre pre- 
miers renfermeht les règtes et les formules générales du calcul des pro- 
babilités; ce qui dispensera de les aller chercher ailleurs, et a permis 
de traiter quelques autres questions étrangères à l'objet spécial de ces re- 
cherches, mais que l’application du calcul des probabilités était propre 
à éclairer. On y trouvera aussi la solution d’un problème, qui montre 
comment la majorité d’une assemblée élective peut changer après une 
nouvelle élection, du tout au tout, ou dans un bien plus grand rapport 
que celle des électeurs, distribués en collèges électoraux, et qui élisent 
à la simple majorité dans chaque collège. 
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(i). La probabilité d’un événement est la raison que nous avons de 
croire qu’il aura ou qu’il a eu lieu. 

Quoiqu’il s'agisse, dans un cas, d’un fuit accompli, et dans l’au- 
tre, d’une chose éventuelle; pour nous, la probabilité est cependant la 
même, lorsque tout est d'ailleurs égal dans ces deux cas, en eux-mêmes 
si différents. Une boule va être tirée d’une urne contenant des nombres 
de boules blanches et de boules noires qui me sout connus, ou bien, 
elle a été tirée de cette urne et l’on m’a caché sa couleur; j’ai évidem- 
ment la même raison de croire que celte boule est blanche dans le 
premier cas, ou qu’elle sera blanche dans le second. 

La probabilité dépendant des connaissances que nous avons sur un 
événement, elle peut être inégale pour un même événement et pour 
diverses personnes. Ainsi, dans l’exemple qu’on vient de citer, si une 
personne sait seulement que l’urne renferme des boules blanches et des 
boules noires, et si une autre personne sait, en outre, que les blanches 
y sont en plus grande proportion que les noires, cette seconde per- 
sonne aura plus de raison que la première, de croire à l’arrivée d une 
l)OuIe blanche, ou, autrement dit, l’arrivée d’une boule blanche aura 
une plus grande probabilité pour la seconde personne que pour la pre- 
mière. > 

lie là viennent les jugements quelquefois contraires que portent deux 
personnes sur un même événement, lorsqu’elles out des connaissances 
différentes en ce qui le concerne. Si A et B désignent ces deux personnes, 
, J et que A sache tout ce qui est connu de B, et quelque chose de plus, A 
portera lejugement le plus éclairé, et c’est sou opinion qu’il sera raisonna- 
• - . ble d’adopter, quand on devra choisir entre les jugements contraires de 
y. ’ T *.•'*'** ’»• . . , 1 « . ■* , * 
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A et de B, quoique cette opinion puisse être fondée sur une probabilité 



moindre que celle qui a motivé l'opinion de B, c’est-à-dire, quoique 
A ait moins de raison de croire à sa propre opinion, que B à la sienne. 

Da ns le langage ordinaire , les mots chance et probabilité sont à peu 
près synonymes. Le plus souvent nous emploierons indifféremment 
l’un et l’autre ; mais lorsqu’il sera nécessaire de mettre une différence 
entre leurs acceptions, on rapportera, dans cet ouvrage, le mot chance 
aux événements cti eux-mêmes et indépendamment de la connaissance 
que nous en avons, et l’on conservera au mot probabilité sa définition 
précédente. Ainsi, un événement aura, par sa nature, une chance 
plus ou moins grande, connue ou inconnue; et sa probabilité sera re- 
lative à nos connaissances, en ce qui le concerne. 

Par exemple, au jeu de croix et pile, , la chance de l’arrivée de croix 
et celle de l’arrivée de pile , résultent de la constitution de la pièce 
que Ion projette; on peut regarder comme physiquement impossible 
que l'une de ces chances soit égale b l’autre; cependant, si la constitu- 
tion du projectile nous est inconnue, cl si nous ne l'avons pas déjà 
soumis à des épreuves, la probabilité de l’arrivée de croix est, pour 
nous, absolument la même que celle de l’arrivée de pile : nous n’a- 
vons, eu effet, aucune raison de croire plutôt à l'un qu’à l'autre de ces 
deux événements. 11 n’en est plus de même, quand la pièce a été pro- 
jetée plusieurs fois : la chance propre à chaque face ne change pas 
pendant les épreuves; mais, pour quelqu'un qui en connaît le résultat, 
la probabilité de l’arrivée future de croix ou de pile , varie avec les 
nombres de fois que ces deux faces se sont déjà présentées. 

(a) La mesure de la probabilité d’un événement, est le rapport du 
nombre de cas favorables b cet événement, au nombre total de cas favo- 
rables ou contraires, et tous également possibles , ou qui ont tous une 
même chance. 

Cette proposition signifie que quand ce rapport est égal pour deux 
événements, nous avons la même raison de croire à l’arrivée de l’un 
et à celle de l’autre , et que quand il est différent, nous avons plus de 
raison de croire à l’arrivée de l'événement pour lequel il est le plus # 
grand . 

Supposons, par exemple, qu’une urne A renferme quatre boules 
blanches et six boules noires, et qu’une autre urne B contienne dix 



52 "+Wt4t- . RECHERCHES < •; 

boules blanches et quinze boules noires; les nombres de cas favorables 
à l'arrivée d’une boule blanche et celui de tous les cas possibles, seront 
quatre et dix pour la première urne, dix et vingt-cinq pour la se- 
conde; et le rapport du premier nombre au second étant ~, c'est-à- 

dire, égal pour les deux urnes, il s'agit d'abord de prouver qu'il y a la 
même probabilité d’extraire une boule blanche de l’une ou de l’autre; 
en sorte que si nous avions un intérêt quelconque à l’arrivée d’une 
boule blanche, nous n’aurions absolument aucune raison de mettre la 
main plutôt dans l’urne A que dans l'urne R. 

En effet, on peut concevoir les vingt-cinq boules que contient 
l'urne B, partagées en cinq groupes dont chacun soit composé de deux 
boules blanches et trois noires, et qui seront disposés d’une manière 
quelconque dans l’intérieur de cette urne. Afin de les distinguer entre 
eux, on peut aussi donner le n“ 1 aux boules de l’un des groupes, le 
n" a à celles d’un autre groupe, etc. 

Pourcxtrairc nnc boule blanche ou noire, de B, la main devra se por- 
ter au hasard sur l’un de ces cinq groupes; mais puisqu’ils sont tous 
semblables, quant aux nombres de boules des deux couleurs qu’ils 
renferment , il s’ensuit qu’au lieu de choisir au hasard le groupe sur le- 
quel la main se portera, on peut le choisir à volonté, et supposer, pour 
fixer les idées, que ce soit le groupe des boules n° 1 , sans rien changer 
à la chance d’extraire une boule blanche de l'urne B; or, cela revient 
évidemment à extraire d’abord de B toutes les boules n* i, et à les 
mettre dans une autre urne C, d’où l'on tirera ensuite une boule au 
hasard; la probabilité d’ameuer une boule blanche est donc indépen- 
dante du nombre de groupes qui étaient renfermés dans B, et la même 
que s’il y en avait un seul au lieu de cinq. En partageant les dix boules 
contenues dans l’urne A, en deux groupes de deux blanches et trois 
noires, on verra aussi que la probabilité d'en extraire une boule blan- 
che est la même que si celte urne ne renfermait qu'un seul de ces deux 
groupes. Donc la probabilité d’extraire une boule blanche soit de A, 
soit de B, est la même que pour une troisième urne C, qui contien- 
• drait deux boules blanches et trois noires, et, par conséquent, la même 
pour A et pour B; ce qu’il s'agissait d'abord de prouver. 

Maintenant , je suppose qu’une urne A contienne quatre boules blau- 
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blanches et trois noires, et qu’une urne B renferme trois boules blau- 
cbes et deux noires; de sorte que le rapport du nombre de cas favo- 
rables à l'arrivée d’une boule blanche, au nombre total des cas égale- 

3 

A et j pour B. La seconde fraction excédant 
la première de , il y aura plus de raison de croire qu’une boule 
blanche sortira de B que de A. En effet, en réduisant ces deux frac- 
tions au même dénominateur, elles deviennent^ et ^ ; or, d’a- 
près ce qu’on ^ient de prouver, la probabilité de l’arrivée d’une boule 
blanche sera Ta meme pour A et pour une urne C qui contiendrait 
35 boules, dont an blanches et i5 noires; elle sera aussi la même 
pour B, et pour une urne D qui renfermerait 35 boules, dont ai blan- 
ches et i4 noires; mais ces urnes C et D contenant l’une et l’autre un 
même nombre de boules, et D renfermant plus de boules blanches 
que C, il y a évidemment plus de raison de croire que l’on extraira 
une boule blanche de D que deC; donc aussi, l’arrivée d’une boule 
blanche est plus probable pour B que pour A; ce qui achève de dé- 
montrer la proposition énoncée au commencement de ce uuméro. 

De celte mesure de la probabilité, il semble résulter que cette frac- 
tion doit toujours être une quantité commensurable; mais si le nombre 
de tous les cas possibles et celui des cas favorables à un événement, 
sont infinis, la probabilité ou le rapport du second nombre au pre- 
mier, pourra être une quaulité incommensurable. Supposons, par 
exemple que s soit l’étendue d’une surface plane, et a celle d’une por- 
tion déterminée de ce plan; si l’on projette une pièce circulaire, dont 
le centre puisse également retomber sur tous les points de s, il est évi- 
dent que la probabilité qu’il retombera sur un point de a, sera le rap- 
port de a à r, dont les grandeurs peuvent ctre incommensurables. 

(3). Dans les deux parties de la démonstration précédente, on a pris 
pour exemple des nombres déterminés de boules; mais il est aisé de 
voir que le raisonnement est général et indépendant de ces nombres 
particuliers. On a aussi supposé que l’événement dont on considérait 
la probabilité, était l’extraction d'une boule blanche, tirée d'une urne 
qui contient des boules blanches et des boules noires, de manière que 
le nombre de boules blanches représente celui des cas favorables à 
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l'événement, et le nombre de boules noires, celui des cas contraires. 
Pour rendre les raisonnements plus faciles à saisir, on peut, en effet, 
substituer toujours une pareille hypothèse à chaque question d’éven- 
tualité relative à des choses de toute autre nature. Si donc, E est un 
événement d'une espèce quelconque; que l’on représente para le nombre 
de cas favorables à son arrivée, p^r b celui des cas contraires, et 
par p la probabilité de E, la mesure ou la valeur numérique de cette 
dernière quantité, sera , d’après ce qu’on vient de démontrer , 

a • 

P=ï+l- • 

• a 

En même temps , si F est l’événement contraire à E , de sorte que , de 
ces deux événements, un seul doive nécessairement arriver, comme 
l'extraction d’une boule blanche on celle d’une boule noire , dans les 
exemples précédents ; et si l’on désigne par q la probabilité de F. on 
aura aussi 

b 

< i == J+ V 

puisque les cas contraires à E, dont le nombre est b , sont les cas favo- 
rables à F. Il en résulte 

p + qs=j, 

c’est-à-dire, que la somme des probabilités de deux événements con- 
traires, tels qu’on vient de les définir, est toujours égale à l’unité. 

Lorsque nous n’avons pas plus de raison de croire à l’arrivée de E 
qu’à celle de F, leurs probabilités sont égales, et l’on a conséquem- 
ment p — q = ï- L’est ce qui a lieu dans le cas d’une pièce que l’on 
projette pour la première fois, et dont la constitution physique nous est 
inconnue; E étant alors l’arrivée de l’une des deux faces, et F celle de 
la face opposée. Au lieu d’un événement qui doit arriver ou ne pas 
arriver , E peut être une chose quelconque dont il s’agit de savoir si 
elle est vraie on fausse : a est alors le nombre de cas où nous la 
croyons vraie, et b le nombre de cas où nous la jugeons fausse ; p ex- 
prime la probabilité de la vérité de E, et q celle de sa fausseté. 

En évaluant dans chaque exemple, soit d’éventualité, soit de doute 
et de critique, les nombres de cas favorables ou contraires à E et F, si 
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Ton a la certitude que ces nombres soient effectivement «et b. les 
fractions p et q seront les chances de E et F ; si cette évaluation résulte 
seulement des connaissances que nous avons sur ces deux choses, p et q 
ne sont que leurs probabilités, et pourront différer, comme nous l’a- 
vons expliqué , de leurs chances inconnues : il faudra toujours que 
tous ces cas favorables ou contraires, soient également possibles , soit 
en eux-mémes, soit d’après ce que nous en savons. 

(4). La certitude est considérée, dans la théorie des chances, comme 
un cas particulier de la probabilité : c’est le cas où un événement n’a 
aucune chance contraire; elle est représentée dans le calcul par l’unité, 
t andis qu’une probabilité quelconque est exprimée par une fraction 
moindre que un, la parfaite perplexité de notre esprit entre deux 
choses contraires, par j, et l 'impossibilité par zéro. Cette notion de la 
certitude nous suffit; nous n'avons pas besoin de la définir en elle- 
même, et d'une manière absolue; ce qui serait d’ailleurs impossible; 
car la certitude absolue est au nombre de ces choses que l’on ne définit 
pas , et dont on peut seulement donner des exemples. Parmi les choses 
que l’on appelle certaines , il y en a en trçès petit nombre , qui le sont 

• rigoureusement, telles que notre propre existence; quelques axiomes , 
non-seulement certains, mais évidents ; des propositions, comme les 
théorèmes de la géométrie, par exemple, dont on démontre la vérité, 

* ou dont on prouve que le contraire est impossible. Les choses non 
contraires aux lois générales de la nature, qui nous sont attestées par 
de nombreux témoignages, et celles qui sont confirmées par une expé- 
rience journalière, n'ont cependant qu'une très forte probabilité, assez 
grande pour qu’on n’ait pas besoin de la distinguer de la certitude 
complète , soit dans les usages de la vie, soit même dans les sciences 
physiques et dans les sciences historiques. 

Le calcul des probabilités a pour objet de déterminer dans chaque 
question d’éventualité ou de doute, le rapport du nombre des cas fa- 
vorables à l’arrivée d’un événement, ou à la vérité d’une chose, au 
nombre de tous les cas possibles; de sorte que nous puissions connaî- 
tre , d’une manière précise , d’après la grandeur de cette fraction plus 
ou moins approchaute de l’unité, la raison que nous avons de croire 
que cette chose soit vraie, ou que cet événement a eu ou aura lieu , 
et qdh nous puissions aussi , sans aucune illusion, comparer cette raison 

5.. 
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de croire, dans deux questions de nature toute différente. Il est fondé 
sur un petit nombre de règles que nous allons exposer, et qui se démon- 
trent en toute rigueur, comme on vient d’en voir un exemple, rela- 
tivement à la proposition du n” a. Ses principes doivent être regardés 
comme un supplément nécessaire de la logique, puisqu'il y a un si 
grand nombre de questions où l'art de raisonner ne saurait nous con- 
duire à une entière certitude. Aucune autre partie des mathématiques 
n'est susceptible d'applications plus nombreuses et plus immédiate- 
ment utiles. On verra, dans le second chapitre de cet ouvrage, 
qu'elles s’étendent à des questions abstraites et controversées de la 
.philosophie générale, dont elles donnent une solution claire et in- 
contestable. 

(5). Si pet p' sont les probabilités de deux événements Ect E', in- 
dépendants l’un de l’autre, la probabilité de leur concours ou d’un 
événement composé de ces deux-là, aura pour valeur le produit pp' . 

En effet, je suppose que l’événement E soit l’extraction d’une boule 
blanche, d’une urne A qui contient un nombre c de boules, savoir, 
a boules blanches et c — a boules noires , et que E' soit l’extraction 
d’une boule blanche , d’une autre urne A' contenant d boules , dont a! 
blanches et c ' — d noires. D’après ce qui précède , on aura 




pour les probabilités de E et E'. L’événement composé sera l'arrivée 
de deux boules blanches, l’une extraite de A , l’autre de A'. Or, si l’on 
tire au hasard une boule de chacune de ces deux urnes, toutes les 
boules de A pourront arriver avec toutes celles de A'; ce qui donnera 
un nombre cc' de cas également possibles. Dans ce nombre total , les 
cas favorables à l’événement composé résulteront des combinaisons 
de toutes les boules blanches de A avec toutes les boules blanches 
de A'; le nombre de ces cas favorables sera donc le produit ad. Par 
conséquent, la probabilité de l’événement composé aura pour valeur 
(n' 2 ) le rapport de ad à cc' t ou, ce qui est la même chose, le pro- 
duit des deux fractions p et p'. 

On verra de même que si p, p‘, p *, etc., sont les probabilités d uo 
nombre quelconque d’événepicnts E, E', E", etc., indépendants les uus 
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des autres, la probabilité de leur concours, ou d’un événement composé 
de tous ceux-là, sera le produit pp'p" etc. Cette proposition générale 
peut aussi se déduire du cas particulier d’un événement composé de 
deux autres; car, si le produit de p dp', ou pp', est la probabilité du 
concours de E et E', celle du concours de cet événement composé et 
de E' sera dj même le produit de pp' et de p", ou pp'p", celle du 
concours de ce second événement composé et de E'" sera le produit 
de pp'p' et de p'", ou pp'p'p'", et ainsi de suite. 

Toutes les fractions p, p’, p", etc., étant moindres que l’unité, du 
moins quand aucun des événements E, E', E", etc., n’est certain, il 
s'ensuit que la probabilité de l'événement composé est aussi moindre 
que celle de chacun des événements dont il dépend. Elle s'affaiblit de 
plus en plus à mesure que leur nombre augmente; généralement, elle 
tend vers zéro, et serait tout-à-fait nulle ou infiniment petite, si ce 
nombre devenait infini : il n’y a d’exception que quand la série in- 
finie des probabilités p, p', p", etc., se compose de termes qui appro- 
chent indéfiniment de l’unité ou de la certitude; leur produit, dans 
ce cas, a pour valeur une quantité de grandeur finie, moindre que 
l'uoilé. Si, par exemple, on désigne par a. une quantité positive, 
plus petite que l'unité, ou tout au plus égale à un , et que l’on prenne 

p = <t, p — 1 — a‘, p"=*i.— j-, p' n = , — l,etc., 

pour les valeurs de pf p', p', etc.; leur produit, ou la probabilité de 
l’événement composé, sera égal, d’après une formule connue, à 

isina7T, en désignant, à l’ordinaire, par tt le rapport de la circonfé- 
rence au diamètre. 

(6). Voici un problème relatif à la probabilité d’un événement com- 
posé, dont nous donnerons la solution pour exemple de la règle pré- 
cédente. 

Je suppose que l’on ait à retrancher l'un de l'autre deux nombres 
pris au hasard ; on deman’de la probabilité que la soustraction totale 
s'effectuera sans qu’on ail besoin d’augmenter le chiffre supérieur dans 
aucune des soustractions partielles. 

Les chiffres supérieur et inférieur qui se correspondent pouvant 



Digitized by Google 



38 RECHERCHES 

avoir chacun dix valeurs différentes, depuis zéro jusqu ag, il s'ensuit 
qu’il y aura cent cas distincts et également possibles dans chaque sous- 
traction partjelle. Pour qu'elle se fasse sans augmentation du chiffre 
supérieur, il faudra que celui-ci surpasse le chiffre inférieur, ou qu’il 
lui soit égal. Or, cela aura lieu dans 55 des 100 cas possibles, savoir, 
dans un seul cas quand le chiffre supérieur sera zéro, ifcins deux cas 
quand il sera l’unité, .... dans dix cas lorsqu'il sera le chiffre 9; ce 
qui forme une progression arithmétique de 10 termes, dont la somme 
est 5 10(1 -f- 10), ou 55 . La probabilité relative à chaque soustraction 
partielle sera donc le rapport de 55 à 100; par conséquent , la proba- 
bilité que les soustractions partielles s’effectueront toutes à la fois sans 
augmenter le chiffre supérieur, aura (o, 55 / pour valeur, en désignant 
pari leur nombre, ou celui des chiffres supérieurs ou inférieurs. 

S'il s'agit, par exemple, de retrancher l’une de l’autre les parties 
décimales des logarithmes pris dans les tables de Callet , on aura 

i = 7, (o, 55 )' = 0,0152245.. ..j 

c'est-à-dire une probabilité comprise entre 

On obtiendrait egalement (o, 55 )‘ pour la probabilité d’ajouter l’un 
à l’autre deux nombres de i chiffres, sans qu’aucune des additions par- 
tielles donne une unité à retenir. 

(7). Si E, E', E", etc., sont les arrivées successives d’un même évé- 
nement E, et que leur nombre soit m, le produit pp'p" e te. se chan- 
gera dans la puissance pT qui exprimera, par conséquent, la probabi- 
lité que E arrivera m fois dans un pareil nombre d’épreuves, pendant 
lesquelles la probabilité de cet événement demeurera constante et égale 
àp.Demême, EetF étantlesdeuxévénementscontrairesdontlesproba- • 
hilitéssont p et q, de sorte qu’on aitp+<7= 1 (n° 3 ); si ces chances de- 
meurent constantes pendant un nombre m-f- n d’épreuves, le produit 
p”q‘ sera la probabilité que E arrivera m fois et F les n autres fois , 
dans un ordre déterminé; ce qui se déduira de la règle du n" 5 , eu 
supposant le nombre des événements E, E', E'”, etc., égal à m -f-w, 
et prenant E pour m d’entre eux et F pour les n autres. L’ordre dans 
lequel ces événements E et F devront se succéder n’influe pas sur 
cette probabilité p“q ’, de l’événement composé : elle est la même 
pour que E arrive dans les m premières épreuves, et F dans les n 
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dernières, ou vice versa; on bien encore, lorsque ces événements 
devront être mêlés, d’une manière déterminée. Mais si l’ordre que 
doivent suivre E et F n’est pas donné, et qu’on veuille seulement que 
dans un nombre m + n d’épreuves, E arrive m fois et F arrive n fois, 
dans un ordre quelconque , il est évident que la probabilité de cet autre 
événement composé surpassera celle qui répond à chaque ordre dé- 
terminé ; elle sera , en effet , un multiple de jTq‘, dont on donnera plus 
loin l'expression générale. 

Lorsque les chances de E et F sont égales, on a p = q = j ; et si l’on 
faitm -f - n = n, la probabilité de l'arrivée, dans un ordre déter- 
miné, de E un ncùpbrc m de fois, et F un nombre n de fois, devien- 
dra (££; en sorte que non-seulement elle ne dépendra pas de l’ordre 
de ces arrivées, mais elle sera aussi indépendante de leur proportion , 
et ne dépendra plus que du nombre total p. des épreuves. Ce cas est 
celui d'une urne contenant des nombres égaux de boules blanches et 
de boules noires, dans laquelle on fait p tirages successifs, en re- 
mettant à chaque fois daos l’urne la boule qui en est sortie. La pro- 
babilité d’amener p boules blanches est égale à celle d'amener m 
boules blanches et n boules noires dans un ordre déterminé. Quand 
P c est un nombre considérable , elles sont l'une et l’autre très petites, 
mais non pas moindres l’une que l'autre. Avant que les tirages aient 
commencé, on n’aurait eu ni plus ni moins de raison pour croire, soit 
à l’arrivée d’une suite de boules de la même couleur, soit à l’arrivée 
d’un pareil nombre de boules , les unes blanches et les autres noires , 
dans un ordre que quelqu’un eût assigné arbitrairement. Cependant, 
si nous voyons sortir successivement de l’unie, par exemple, trente 
boules d’une même couleur, et que nous soyons bien certains que les 
boules blanches et les boules uoires y sont constamment en nombres 
égaux; ou bien si nous voyons arriver tout autre événement qui pré- 
sente quelque chosç de symétrique, tel que la sortie de trente boules 
alternativement blanches et noires, celle de quinze boules blanches 
suivies de quinze boules noires, nous sommes portés à croire que ces 
événements réguliers ne sont pas l’effet du hasard, et que la personne 
qui a tiré les trente boules connaissait la couleur de chacune d'elles, et 
les a choisit» dans une vue particulière. Dans de pareils cas, l’interven- 
tion d’ane cause autre que le hasard a effectivement une probabilité 
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très approchante de la certitude, ainsi qu’on le verra par la suite. 

(8). La puissance q' est la probabilité que l'événement F a rivera n 
fois desnite, sans interruption; en la retranchant de l’unité, on aura 
donc la probabilité de l’événement contraire, c’est-à-dire, la probabi- 
lité que dans n épreuves consécutives, l’événement E arrivera au 
moins une fois; par conséquent, si l’on désigne par r la probabilité de 
cet événement composé, et qu'on mette i — p au lieu de q, il en résultera 

r=i— (i — />)*. 

En égalant à j cette valeur de r, on déterminera le nombre d’épreu- 
ves nécessaire pour qu’il y ait la même raison de croire que E arrivera 
ou qu’il n'arrivera pas, ou autrement dit, pour qu’il y ait un contre un 
à parier que E arrivera au moins une fois. On aura alors 



( i —/’)'= T, 



loga 



log ( i — p) 






Si E est, par exemple, l’arrivée d’un six, ou celle d’une autre face dé- 
terminée, quand on projette un dé à six faces, on aura 

p—'ï, n= 3,8oi8....; 



en sorte qu’il y aura de l’avantage à parier que six arrivera au moins 
une fois en quatre coups , et du désavantage à parier qu’il arriverait 
en trois coups. Si l’on projette deux dés à la fois, et que E soit l’ar- 
rivée du double-six, on aura 



P = ù> n = a4,6t4 ; 

ce qui montre que l’avantage sera pour le joueur qui pariera d’amener 
un double-six en vingt-cinq coups, et le désavantage pour celui qui 
parierait de l’amener en vingt-quatre coups. 

L'expression générale de r nous fait voir que quelque faible que soit 
la chance p d’un événement E, potfcvu qu’elle ne soit pas tout-à-fait 
nulle , on peut toujours prendre le nombre n des épreuves, assez 
grand pour que la probabilité que E arrivera au moins une fois, ap- 
proche aussi près qu’on voudra de la certitude ; car quelque peu dif- 
férente de l’unité que soit la fraction 1 — p, on peut toujours prendre 



I 



/ 
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I exposant n assez grand pour que la puissance (1 — p) a tombe an- 
dessous d une fraction donnée. C’est en cela que consiste la différence 
essentielle entre une chose absolument impossible et un événement E 
dont la chance p est extrêmement petite : la chose impossible, n’arri- 
vera jamais, et l’événement aussi peu probable qu’on voudra, arri- 
vera toujours, très probablement, dans une série d’épreuves assez long- 
temps prolongée. * . . 

Par la formule du binôme, ou a . 



(»—/»)■ ='+»/>+ P' 4 - 



/».n — 1 .n • 



i*a.3. 



— p s +etc.; 



si n est un très grand nombre, et qu’on remplace n — 1, n — a, etc., 
par », on aura , à très peu près , - 

(* ~ P)‘ = 1 + n P *+• 7^; 4 - 4 - etc. ; 

série qui est le développement de e~‘ r , en désignant par e la base des 
logarithmes népériens; il en résultera donc 



pour la valeur approchée de r. Dans le cas de p= i, cette valeur sera 

• » n 

le rapport de e— 1 à e. Par conséquent, si la chance d’un événement 
E est l’unité divisée par un très grand nombre n, il suffira d’un pareil 

nombre n d’épreuves pour qu’il y ait une probabilité^- 1 , ou à peu 

près égale à |, que E arrivera au moins une fois. 

(9). Lorsque deux événements E et E, , ne sont point indépendants, 
c’est-à-dire, lorsque l’arrivée de l’un influe sur la chance de l'autre, là 
probabilité de l’événement composé de E et E, est égale à un pro- 
duit pp, dans lequel /^représente la probabilité de l’événement E* qui 
doit arriver le premier, et p, exprime la probabilité que E étant d’a- 
bord arrivé, E, arrivera ensuite. 

Ainsi, a et b désignant les nombres de boules blanches et de boules 
noires contenues dans une urne A, etc leur somme n-f- b-, si E est l’ar- 
rivée d’une boule blanche à une première épreuve, et E, celle d’une 
boule blanche à un second tirage, sans qu’on ait remis la boule sortie 

. ‘ ... .jüF ‘ ~ 6 ’ . 
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âü premier, on aura d'abord 



a 

P — c> 



mais au second tirage, le nombre total des boules sera réduit à c — r , 
et celui des boules blanches à a — 1, on aura donc 

1 • * , ’ ’ P — 1 

pour la probabilité de la sortie d’une nouvelle boule blanche; et. par 
conséquent . 

a. a— i • 

PP' = Z7=7 

pour celle de l'extraction de deux boules blanches. 

Par la même règle, on trouvera 

ab 

PP'-TJZ T,;. 

*• ’ . . • * - » 

pour la probabilité de l’extraction d’une boule blanche et d'une boule 
noire , dans un ordre déterminé, et sans remettre dans l’urne la houle 
sortie au premier tirage. 

Généralement , si l’on fait m-\- n tirages successifs saus remettre, 
da ns À les houles sorties, et que l’on désigne par <sr la probabilité d’a- 
mener , daus un ordre déterminé , m boules blanches et n houles 
noires, on aura 

".a — «.a — a..;. a — m + i b. b — i . A — a.. . A — n -f. ï 
c.c—i .c — a . ... .c— m — n + i ' > 

quelque soit cet ordre déterminé. En effet, si dans les ;«' + »’ premiers 
tirages, il est sorti m' boules blanches et «'boules noires, le nombre 
c — m' — n' des boules restantes, se composera d ca—m’ blanches et 
b — «'noires; les probabilités d’amener, soit une boule blanche, soit 
nnc boule noire, dans un nouveau tirage, seront donc 



c — m’ — n' ’ 



or, en prenant successivement dans ces deux fractions, tous les nombres 
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depuis zéro jusqu à m — 1 pour m 1 , et depuis zéro jusqu’à n—i 
pour ri, le produit des m-\-n quantités qu’on obtiendra de cette ma- 
nière. devra évidemment former la valeur de <&• ce qui coïncidera 
avec la formule que l’on vient d’écrire. 

Si 1 ou remettait à chaque fois dans A la boule blanche ou noire 
qui en est sortie, les chances d’une boule blanche et d’une boule 

noire demeureraient constantes et égales à ? et-, pendant toutes lès 
épreuves, et la probabilité d’amener m boules blanches et/i boules uoires, 
dans un ordre déterminé, «ÿrait le produit de et^J, ou 

C’est à quoi se réduit effectivement l’expression de 'sr, quand ies nom- 
bres a et A sont extrêmement grands, et peuvent être considérés comme 
infinis, par rapport à m et n, ce qui rend invariables les chances d^ne 
boule blanche et d'une boule noire, pendant toute la durée des épreuves. 
En faisant /i = o dans la valeur de <sr, il eu résulte 



a. o — i.o — t. . ,a — m + i '• 

c.c— i.c — 2 ...C — m + I 



pour la probabilité de l’extraction de m boules blanches sans inter- 
ruption. Au lieu d’une urne A, si l’on avait, par exemple un jeu com- 
posé de seize cartes rouges et autant de cartes noires, et si l’on deman- 
dait la probabilité d’en tirer les seize cartes rouges en seize tirages, on 
ferait 

. . rt=i6, Cea 3 a,' m= 16, ' x 

... jfr* * 

et il en résulterait 

„ i.a.3,. . . . i5 . 16 



> 



17.18. 19. . , 3 i , 3 a ’ 



ou bien, en réduisant 



,wy-- 

piltc jf.A 

lî s ‘ aw t . 



. ‘ 



TV — 



'.ÏS- 
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quantité, comme on voit , un peu au-dessous d’un six-cent millio- 
nième. Il faudrait, en conséquence, essayer un peu plus de six-cent 

millions de fois pour qu’il y eût une probabilité égale ou à peu 

6 --' 
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près deux à parier contre un, que les seine cartes rouges sortiraient au 
moins une fois sans interruption. 

( 10 ). Si un événement E peut avoir lieu de plusieurs manières dis- 
tinctes et indépendantes entre elles; que d’une première manière, la 
probabilité' de son arrivée soit p, ; que d’une seconde manière, elle 
soit p,; etc. , la probabilité complète sera la somme de toutes ces pro- 
babilités partielles, de sorte qu’en la désignant par p, on aura 

P — p.-hp.+Pi+e le. » 

Supposons, pour fixer les idées, que l’on ait uti nombre donné i 
. d'urnes À, contenant des boules blanches et des boules noires, et que 
le nombre total de boules et le nombre de boules blanches soient c , 
et ^ dans une première urne, c, et a, dans une seconde, etc. Suppo- 
sons aussi que E soit l’extraction d’une boule blanche, en mettant la 
main au hasard dans l’une de ces urnes. Cet événement pourra alors . 
arriver de i manières différentes, puisque i est le nombre d’urnes d’où 
la boule blanche pourra sortir. La probabilité que la main se portera 

sur l’une de ces urnes sera la même pour toutes et égale à 1» chtfhce 

d’extraire une boule blanche sera - , —, ^ , etc. , selon l’urne sur la- 

quelle la main se portera effectivement; d’après la règle du n“ 5, les prq» 
habilités p , , p,, p,, etc. , des diverses manières dont E pourra arriver, 
seront donc 



P'=lf P. 



r — , n, = T -, etc.; 

I C, ’ ' a I fj’ 



et il l’agira de prouver que la probabilité complète p de l'extraction 
d’une boule blanche, de l’une ou de l’autre de toutes les urnes A, aura 
pour valeur • , ' , 

1 ^ * \e, Ç. P» y 

La démonstration de cette règle est fondée sur un lerame qui sera 
également utile dans d’autres occasions. 

Concevons un nombre quelconque t d’urnes C, contenant des boules 
v blanches et des boules noires en proportions diverses, mais dont le 
nombre total soit le même et représenté par p. pour chacune de ces 



« • 
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V 



urnes; la probabilité d’extraire de leur ensemble une boule blanche 
ne changera pas si l'on réunit les i/w boules qu’elles contiennent dans 
une seule urne B. En effet, elles y formeront des groupes disposés d’une 
mauière quelconque, dont chacun contiendra les boules provenant 
d’une même urne C, et qui seront tous composés d’un même nombre fi • 
de boules , ce qui suffit pour que la chance d'y porter la main soit 

la même pour tous ces groupes, et égale à -. , comme quand chaque 

groupe était renfermé dans une urne C. La chance de tirer une houle 
blanche du groupe où la main se portera n'aura pas non plus changé; 
par conséquent, la probabilité d'extraire une boule blanche sera la 
même pour l’urne B et pour le système des urnes C. Cette conclusion 
n’aurait plus lieu, si les nombres de boules que les urnes C renfermeut 
étaient inégaux; quels qu’ils soient, la chance que la main se portera 

sur l’une des urnes sera la même, et égale à i; mais quand toutes les 

boules auront été réunies dans l’urne B , les groupes qu’elles y forme- 
ront contenant des nombres inégaux de boules , la chance que la 
main s’y portera ne sera pas égale pour tous ces groupes : elle est 
évidemment plus grande pour ceux qui seront formés d’un plus grand 
nombre de boules. 

Cela posé, réduisons toutes les fractions -, - , -, etc., à un même 

C, fj Cj 

dénominateur, que nous désignerons par fi. Soient alors a,, a,, 
a J? etc., leurs numérateurs, de sorte qu’on ait 

•i 



*•' * 



V. 



f. 






fj , 



îf, etc. 
i> 



La chance d’extraire une boule blanche de chacnne des urnes A , et 
par conséquent de l’ensemble de ces urnes, ne changera pas si l’ou 
remplace chacun des nombres c,, c,, c,, etc., de boules blanches ou 
noires, par le même nombre fi, et les nombres a,, a,, <?,, etc., de 
boules blanches, par a, , etc. La probabilité de l’extraction 

d’une boule blanche ne changera pas non plus, si l’on réunit ensuite 
toutes ces boules dans une même urne C. Or, cette urne contenant’* 
alors un nombre total ifi de boules, parmi lesquelles il y aura un . 
nombre «, -f- «j-j-etc., de boules blanches, cette probabilité sera 
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le rapport du second nombre au premier, ou, ce qui est la même 

chose, 

r . K5 + 5 + 5'+ **•)'*''. ‘ ' 

■ quantité qui coïncide, en vertu des équations précédentes , avec la 
valeur de p qu’il s’agissait de démontrer. 

( 11 ). Pour appliquer cette règle à des exemples, supposons d’a~ 
lx)rd qu’il soit à la connaissance d’une personne qu’une boule a été 
extraite, ou d’une urne A contenant cinq boules blanches et une houle 
noire, ou d’une urne B renfermant trois boules blanches et quatre 
4 boules noires, et quelle n’ait aucune raison de croire que cette boule 
soit sortie plutôt de l’une que de l’autre des deux urnes. Pour cette 
personne , la probabilité m .que la boule extraite est une boule 
blanche sera . . . ■ 

1 5 1 3 53 

• : . . ' ar — i *6 + ;* 5 — 8} ; 

car pour elle , cet événement a pu arriver.de deux manières différentes , 
et les probabilités p, et p , qui s’y rapportent sont 



P. — : 



P> = 



Pour une autre personne , qui sait que la boule extraite est sortie de 
B, la probabilité p quelle est noire a pour valeur 



„ 4 48 



, Les fractions ~ et surpassant ^ , la première personne doit penser 

que la boule extraite est blanche , et la seconde quelle est noire. 
Entre ces deux opinions contraires , c’est 1a dernière que nous devons 
adopter, parce que la seconde personne est plus instruite que la pre- 
mière en ce qui concerne l’événement dont il s'agit; et cependant 

/ Q 

là probabilité -y , sur laquelle cette seconde personne appuie son opi- 

53 » 

nion, est moindre que la probabilité sur laquelle l’autre personne 
appuyait la sienne. C'est un exemple fort simple, et qu’on pourra 
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aisément multiplier, de ce qni a été dit précédemment ( n* i), sur 
les jugements contraires portés dans une même question pa/ des 
personnes différemment instruites. 

Supposons encore que nous sachions qu’une urne A renferme un 
nombre donné n de boules blancheset de boules noires, dans une propor- 
tion qui nous est absolument inconnue. Nous pourrons faire sur cette 
proportion, « + i hypothèses différentes et également possibles, qui. 
seront autant de manières distinctes dont l’extraction d'une boule 
blanche pourra avoir lieu. Ces hypothèses seront « boules blanches, 
«— i boulçs blanches et une noire, n a boules blanches et deux 
noires,. . . . n boules noires; toutes ces suppositions étant également 

possibles, la probabilité de chacune d’elles sera ^~r;par conséquept, 

les probabilités partielles de l’extraction d’une boule blanche, dans ces 
diverses hypothèses, auront pour valeurs 



. _ J Z n K- 1 n — 1 - .. 

' " + P* — „ + , ■ „ t h — ~ £7 • «te. 

et la probabilité complété ® de cet événement sera . ' • 

i wAMTinilniaïUi n, / ji.ti-. - , ..a.,' , . y ,,,;,, 

t= — i_ ( n - -J. 7ni n jzl _L — «v 

n ' n — J; 

quantité qui se réduit à comme cela devait être, puisque nous 
n avons aucune raison de croire à l’arrivée dune boule blanche plutôt 
qu’à celle d'une boule noire. ™ 

Mais si nous savons que dans l’nrne A,- le nombre des boules 
blanches est certainement plus grand que celui des boules noires 
la valeur de <sr surpassera i; et pour la déterminer, il faudra distinguer 
les deux cas de n impair et de n pair. Si l’on désigne par / un nom 
bre entier quelconque et qu’on ait n = a/ + ,, on ne pourra faire 
que . + i hypothèses différentes et également possibles, savoir a /+, 
boules blanches, ai’ boules blanches et une noire,.. / + , ’ })OI 7L 

blancheset « boules noires; et dans ce premier cas, la valeur complète 
de <rsr sera .. " 



î — i / y + 1 . a< 

.•WT* ,• + , 



. a* — i 

~h -*■ 



— L. t l 

2t ' ti -f- 



— V 

h J’ 
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i 3* -f- 2 
2*2 i -f" 



Elle est l’unitc , comme cela doit être , pour i = o; elle s'approche in- 
définiment de en diminuant toujours, à mesure que i augmente" 
de plus en plus. Dans le cas de n = ai -f- a, on peut aussi faire i -f- i 
hypothèses également possibles : on peut supposer que A renferme 
ai 4- a boules blanches, ai -J- i boules blanches et une boule noire» 
... i- f- a boules blanches et i boules noires. 11 en résulte 

' ^ + a 4±i + -^_+...-4-i±±V 

« -f- i + 2'a»+a‘ai-f-a~ ' ai -|- a/’ 

ou , ce qui est la même chose , 

- . : . *r = i 3, 4 4 

a * ai 4- a ' 

pour la valeur complète de <w. Comme la précédente, elle est «■ = r 
et <w = pour les valeurs extrêmes t = o et i = eo. Pour tout autre 

nombre entier i, elle excède la précédente d’une fraction 77 1- — * -■■ ■ ■ ■ „ 

r <(«4-0(»«+0 

dont le maximum est ^ et répond à « ss 1 . • 

Une urne A Contenant un nombre total c de boules, dont a boules 
blanches, concevons que ces boules soient partagées dans son intérieur, 
eu -groupes tels que] le premier renferme c, boules dont a, blanches, 
le deuxième c, boules dont a, blanches, etc., de sorte que l’on ait 

c. 4- c, 4 - c, 4- etc. = c, 
a, 4- a % 4* 4- «te* — a 

Soit p la probabilité d’extraire une boule blanche de cette urne; elle 
devra être égale à ° ; ce qui fournira simplement une vérification de 

la règle du numéro précédent. Une boule blanche pourra sortir du pre- 
mier groupe; et pour cela, la chance sera le produit de la probabi- 
lité ~ que la main se portera sur ce groupe, et de la chance j quelle 
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en extraira une boule blaocbe. Il en sera de même à l’égard de tous 
les autres groupes; d’où l'on conclura 



p = £t.i + ïî.S + fî.2î + etc., 

r c c, ' c Cg • c c 3 ' 1 



pour la valeur complète de p ; laquelle se réduit effectivement à 



en vertu de la seconde des deux équations précédentes. Mais si l'on 
place tous ces groupes dans des urnes différentes A , , A,, A,, etc., la 

chance d’en extraire ensuite une boule blanche, ne sera plus * , si ce 

n’est dans le cas où tous les nombres c,, c„ c,, etc. , seront égaux : 
généralement, elle dépendra de la manière dont les boules blanches 
et noires de A se trouveront distribuées entre A, , A„ A,, etc. ; et nous 
ne pourrons la calculer que quand cette distribution nous sera connue. 
Cependant, pour quelqu’un qui ne la connaît pas, la raison de croire 
à l’arrivée d’une boule blanche , en tirant au hasard dans l’ensemble 
des urnes A,, A,, Ai, etc., est évidemment la même que celle de 
croire h la sortie d’une pareille boule, extraite de A ; par conséquent, 
la probabilité de cette sortie, distincte de sa chance propre, sera, pour 



cette personne, égale à*. Je suppose, par exemple, que A renferme 

deux boules blanches et une boule noire, et que l'on ait mis deux 
boules dans A, et la troisième dans A è . Pour cette personne , il y aura 
trois distributions également possibles des trois houles de A entre A, 
et A., savoir ; les deux blanches dans A, , et la boule noire dans A,; 
une boule blanche et la noire dans A ,, et l'autre boule ()lu|che dans A,; 
cette seconde boule blanche et la boule noire dans A, , et la première 
boule blanche dans A,. Dans ces trois cas, les probabilités d’extraire 
une boule blanche de l’une ou l’autre des urnes A, et A„ seront 



ï (<+<>), £(*+.), 

en prenant leur somme et la divisant par trois, on aura donc | pour ■ 
la probabilité complète de cette extraction , comme pour celle d’une 
boule blanche, de l'urne A. 

Considérons enfin un système d’urnes D, , D,, Dj, etc., dont la pre- 
mière renferme un nombrec, de boules parmi lesquelles a, boules bkn- 

7 
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ciies, la deuxième ua nombre c, de boules dont a t boules blanches, etc.; 
et supposons que par une raison quelconque , il n’y ait' pas la même 
chance pour toutes ces urnes, que la main s’y portera pour en ex- 
traire une boule blanche ou noire. Désignons alors par A, la proba- 
bilité quelle se portera sur l’urne D,, par A. la probabilité qu’elle se 
portera sur l’urne D, , etc. Par la règle du n® 5, la probabilité d’ex- 
traire une boule blanche de la première urne sera k, de la se- 
conde A, — , etc.; ces produits exprimeront donc les probabilités par- 

tiellcs p,,p,, p 3 , etc., relatives aux diverses manières dont l’extraction 
d’une boule blanche pourra avoir lieu ; par conséquent , la probabilité 
complète '*■ de cet événement aura pour valeur 




k,a, t,a. 



O 



-f-elc. 



Laconsiderationduiisystèmedurues A,,A„ Aj,etc., pour lesquelles les 
probabilitésA, , A., A Jf etc., sont égaies entre elles, a suffi à la démonstra- 
tion de la règle du numéro précédeut dans toute sa généralité; et cette 
règle étant ainsi démontrée, son application à d’autres urnes D,, D,, 
D,, etc., pour lesquelles les chances A, , A,, A», etc., ont des valeurs 
quelconques, conduit ensuite, comme on voit , à l’expression de®- 
qui se rapporte à ce cas général. 

( 1 3). Maintenant, soient E et F deux événements contraires, ou 
qui s’excluent mutuellement, et dont l’un des denx doit toujours ar- 
river. Désignons par p et y leurs probabilités respectives , de sorte 
qa’on ait 

P + ?= i. 

Supposons que chacun de ccs événements puisse avoir lieu de diverses 
manières , dont nous représenterons les probabilités par p , , p„ p 3 , etc. , 
relativement à E, et par q,, q„ q s , etc., par rapport à F. En appli- 
quant successivement la règle précédente à E et à F, nous aurons 

p = p, -f- p. -h p, + etc., 
q = ?■ + ?• ■+" "I - e,Cl * 

et, par conséquent, 

♦ p, -f- p, ■+■ />j 4* -f • q, + q, + j ■+• etc. = i. 
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Dans une question quelconque d’éventualité, les termes du premier 
membre de cette équation sont les probabilités des diverses combi- 
naisons favorables ou contraires à l'arrivée de E; cette équation ex- 
prime donc que leur somme doit toujours être égale à l'unité ou à la 
certitude; ce qui doit être, en elTet , si l’on a épuisé toutes les combi- 
naisons possibles. 

En vertu de cette même équation, l’expression de p peut être mise 
sous la forme 

lp, 4- lp , -t- lf>3 4- oc. . 

” lp, + lp. -t- Ips + etc. + ’q, + lq, + Iqj ■+■ etc. ’ 

l étant une quantité que l’on prendra à volonté. Les termes de cette 
fraction seront proportionnels aux chances p,, />, , etc., q„ q,, etc., 
des cas favorables ou contraires à l’arrivée de E. Or, si l’on sup- 
pose que parmi les termes du numérateur, il y en ait un nom- 
bre a! qui soient égaux entre eux et représentés par un nom- 
bre a" égaux entre eux et exprimés par etc.; si l’on suppose 
de même que parmi les termes du dénominateur, il y ait un nombre 
c' de termes égaux dont la valeur commune soit y', un nombre c" 
d’autres termes égaux dont y" soit la valeur commune, etc., l’ex- 
pression de p deviendra 

• a -b <t*a* -j - a*a * -f- etc . 

P 7? + v c" -J- y “c“ + etc.” 

Donc, lorsque tous les cas favorables ou contraires à un événement E, 
n’auront pas une meme chance, on obtiendra la probabilité de E, en 
multipliant les nombres de cas également probables, (tardes quantités 
proportionnelles à leurs probabilités respectives, et divisant ensuite la 
somme de ces produits relatifs à tous les cas favorables, par ta somme de 
ces mêmes produits relatifs à tous les cas possibles. Cette règle est plus 
géuérale, et souvent pluscommode à appliquer, que celle du n" a, en 
ce qu’elle n’exige pas que l’on ait réduit à une égalité de chance, tous 
les cas favorables ou contraires, d’où dépend, dans chaque question, 
l’arrivée d’un événement dont on veut connaître la probabilité. 

(*4). k es règles des n** 5 et 10 suflisent pour obtenir )es formules 
relatives à la répétition, dans une série d’épreuves, d’un événement 
dont les chances sont connues, soit qu’elles demeurent constantes, 
soit quelles varient pendant les épreuves. 

7 - 
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Appelons toujours E et F les événements contraires, d'une nature 
quelconque, dont l’un des deux aura lieu à chaque épreuve. Suppo- 
sons, en premier lieu, que leurs probabilités soient constantes et don- 
nées; et représentons, dans chaque épreuve, par p la chance de E et 
par q celle de F. Désignons aussi par p le nombre total des épreuves, 
par m le nombre de fois que E arrivera, par n le nombre de fois 
que F aura lieu! Nous aurons 

r 

f ~ *» m + n — p. 

La probabilité que ces m et n arrivées de E et F auront lieu dans un 
ordre déterminé, est indépendante de cet ordre particulier, et égale 
à p m q' (n° 7); par conséquent, si l'on appelle n la probabilité qu elles 
auront lieu dans un ordre quelconque , et K le nombre de manières 
différentes, dont m événements E et n événements F peuvent se suc- 
céder dans un nombre p- d'épreuves, on aura, d’après la règle 
du n" 10, 

n = K p”q\ 

Pour déterminer K , je suppose d’abord qne les p événements qui 
doivent avoir lieu soient tous différents, et je les désigne par les 
lettres A, B, C, D, etc. Ce nombre K sera alors celui des permuta- 
tions que l’on peut faire subir à u lettres disposées comme les fac- 
teurs d’un produit ; or, il aura pour valeur 

i.a.5 ...p — t.p; 

car si on le représente par K' pour p — 1 lettres , et qu’on ajoute en- 
suite une lettre de plus , celle-ci pouvant occuper fi. places distinctes 
dans chacune des permutations de p — 1 lettres, il en résultera pK' 
pour le nombre de permutations de p lettres; et comme ce nombre 
est l’unité quand p = 1 , il s’ensuit qu’il sera successivement 1.2, 
j. a. 5, i . 3 . 5 . 4 , etc., pour p= 2, — 5, = 4 , etc - Maintenant, 
si un nombre m des lettres A , B, C, D, etc, représentent un même 
événement E, celles de leurs permutations qui ne diffèrent que par 
les places de E seront aussi les mêmes ; ce qui réduira le nombre des 
permutations distinctes, au produit précédent, divisé par le nombre 



> 
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de permutations dont ces m lettres E sont susceptibles, et qui est 

i.a.5 . . . m. 

Si les p — m ou n autres lettres représentent aussi un même événe- 
ment F , il faudra également diviser ce produit par le nombre de per- 
mutations de ces n lettres F, ou par 

• • t * • • • 

1 . a . 5 ... n. 



Par conséquent, le nombre de permutations distinctes que l’on peut 
faire avec n» événements E et n événements F, c’est-à-dire la valeur 
de K qu’il s'agissait d’obtenir, sera 



K 



1 . 2 . 3. ■ . f* 

i.a.3. . . m. i .2.3. . n* 



A cause de p =n m -(- n , cette quantité K est symétrique par rapport à 
m et à n; mais on peut aussi l'écrire sous ces deux autres formes .- 




« jM— 2.../»— m-f- i 

17 * 2 , 3 . . . m 

ft.ft — i .ft — a . ■ ./* — n 4- i 
1.3.3... n 



t 




qui montrent que la probabilité n , ou le produit Kp m q m , est le terme 
du rangm -f- i dans le développement de ( p + qf ordonné sui- 
vant les puissances croissantes de p, ou le tcrme.du rang n- f - 1 dans 
ce développement ordonné suivant les puissances croissantes de q. 

On conclut de là que dans le cas que nous examinons , où les chances 
p et q des deux événements contraires E et F sont constantes* celles 
de tous les événements composésqui peuvent amver dans un nombre p 
d’épreuves ont pour expressions) les différents ternies de la formule 
du binôme p-\~ q élevé à la puissance p. 

Le nombre de ces événements est p -f- i. Ils sont inégalement 
probables, soit à cause de la multiplicité des combinaisons qui peut 
les amener et qui est exprimée, pour chacun d’eux, par le nombre K, 
soit à raison de l’inégalité des chances p et q. Dans le cas de p—q, 
l'événement le plus probable est celui qui répond à m = n, lorsque p 
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est un nombre pair, -et l’on des deux qui répondent à m — bst±i, 
quand fi. est un nombre impair. 

(i 5 ). Soit F la probabilité que E arrivera au moins m fois dans le 
nombre fi. d'épreuves. Cet événement composé pourra avoir lien de 
m -f~ ■ manières différente*, savoir, lorsque E arrivera les nombres 
de fois (â, , fi. — t, fi. — 2, ... et eulin ft » ou m ; les probabilités 
relatives à ces m -f- 1 manières se déduiront de l'expression précé- 
denteden, en mettant successivement /tel séro, u. — i et i,ju — a, 
et a , . . . jusqu'à m et n , au lieu de ces deux derniers nombres ; d'après 
la règle du n io, la valeur complète de P sera donc la somme de 
ces n i probabilités partiel l^-ct, par conséquent, on aura 






i .2.3.. . a 



■n'i 



de sorte que F sera la somme des n -f- i premiers termes du déve- 
loppement de (p •+• qY . ordonné suivant les puissances croissantes 
de q. 

Pour T?» = o , ou n = u , on aura 



p — (p + ?)'■ = i ; 

ce qui doit être, en effet, puisqn’alors l'événement composé com- 
prenant toutes les combinaisons de E et F qui peuvent arriver, sa pro- 
babilité P doit être la certitude. Pour tw = i , cet événement est le. 
contraire de l’arrivée de F à toutes les épreuves; et, effectivement, 
la valeur de P est, dans ce cas, le développement entier de (p q)r , 

moins son dernier terme y*; cé qui s’accorde avec la valeur de r 
du n* 8. 

Si fi. est un nombre impair a»' -J- i, et si l’on demande la probabilité 
que £ arrivera plus souvent que F, on la déduira de l’expression gé- 
nérale de P, en y faisant m =* i •+• i et ti at= i. Si pt wt ua nombre 
pair ai, on obtiendra la probabilité que E arrivera au moins autant 
de fois que F, en taisant m — n — i, dans cette même expression. - 
(16). On déduit aussi de cette formule 1 a solation du premier pro- 
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blême de probabilité que l’on ait résolu , qti* nous avons indiqué au 
commencement de cet ouvrage, et qui est connu sous le nom de 
problème des partit. Deux joueurs A et B jouent ensemble à un jeu 
quelconque, où l'un des deux doit gagner un point à chaque coup; 
p est la probabilité de A , </ celle de B, pour gagner ce point; il reste 
à A un nombre a et à B un nombre b de points h prendre pour gagner 
la partie. On demande la probabilité a que ce sera A qui gagnera, ou 
la probabilité S que ce sera B. L’un de ces deux événements contraires 
devant nécessairement arriver, la somme a -4- 6 sera l'unité, et l’on 
aura seulement a à déterminer. 

Observons d'alrard que la partie sera terminée en un nombre de 
coups qui ne saurait excéder a -f- b — i ; car dans ce nombre de coups, 
il arrivera nécessairement que A aura gagné au moins un nombre a 
de points, ou que B en aura gagné au moins un nombre b. De plus, 
sans rien changer à leurs chances respectives de gagner la partie, les 
deux joueurs peuvent convenir de jouer ce nombre a b -r- i de 
coups; cardans cette série de coups, un seul joueur pourra prendre 
le nombre de points dont il a besoin : Selon que A aura pris a points 
avant que B en ait pris b, ou que B en aura pris un nombre b avant 
que A en ait pris a, ce sera A ou B qui aura gagné la partie, quelque 
chose qui arrive ensuite. Pour déterminer les chances a et £, nous 
pouvons donc supposer qu’il sera toujours joué le nombre a -f- b— i 
de coups. Alor* « sera la probabilité que sur ce nombre d 'épreuves , 
un événement E dont la chance est p i chaque épreuve, arrivera au 
moins un nombre de fois aj par conséquent, sa valeur se déduira de 
l’uxpres6ioo précédente de P, eu y faisant 



• p. = a + b — i, m == a, n = b — i. 
Si l’on a , par exemple , 

/»**!» 7 ** 5 .« = 4» £ = a, 



on trouvera 



ua P i3i 
* ^ Sp’ 6=3 ÏÎ3 5 



et C surpassant a, il s'ensuit qu'un joueur A dont l’habileté est double 
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de celle de B, ou qui #une chance double de gagner chaque point-, 
ne peut néanmoins parier, sans désavantage , de gagner quatre points 
avant que B en ait pris deux. 

Si les deux joueurs conviennent de se retirer sans achever la 
partie, on verra plus loin que ce qui reviendra à A sera V enjeu multi- 
plié par la chance « de gagner, et à B le produit de l’enjeu et de la 
chance S, ccst-à-dire qu’ils devront partager l’enjeu proportionnel- 
lement aux fractions a et S. 

(17). Au lieu de deux événements E et F, supposons qu’il y en a un 
plus grand nombre, trois, par exemple, que nous désignerons par E, 
F, G, et dont un seul devra arrivera chaque épreuve. Soient p, q, r, 
leurs probabilités constantes, et p. le nombre des épreuves. Par une 
extension facile de la méthode du n* 14, on trouvera 

1 .a. 3. . 

1.2.3... m. i.a.3.. . n. 1.2 3. . lo’ 

pour la probabilité que le premier des événements E, F, G, arrivera 
m fois, le second n fois, le troisième o fois. On aura, eu même 
temps, 

P + H - {-'•=!, m •+• n + o = ft-, 

et la probabilité dont il s’agit sera le terme général du développement 
du trinôme p + q -f- rélevé à la puissance p. 

Ce cas est celui d’une urne qui renfermerait des boules de trois 
couleurs différentes, dans les proportions marquées par les fractions />, 
q, r, et où les événements E , F, G, seraient les extractions de ces trois 
sortes de boules, en remettant à chaque fois dans l’urne la boule 
qui en est sortie. 

En prenant dans le développement de (p -f- q -+- r'f , la somme des 
termes qui renferment une puissance de p, égale ou supérieure à m, 
on aura la probabilité que E arrivera au moins un nombre m de fois 
dans un nombre p d’épreuves. Quel que soit le nombre des événe- 
ments E , F, G , etc. , parmi lesquels un seul arrivera à chaque épreuve , 
ou peut aussi déduire immédiatement cette probabilité, de l’expression 
précédente de P. En effet, représentons toujours par p , q, r, etc., 
les chances constantes de E, F, G, etc.; à chaque épreuve, l’arrivée 
de l’un ou l’autre des événements E, F, G, etc., peut être considérée 
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comme un événement composé, que j’appellerai F'; en désignant 
par q' sa probabilité, ou aura 

?' = q +'' + etc. , p + q' = i ; 

E et P seront alors deux événements contraires, dont un seul aura 
lieu à chaque épreuve; par conséquent, la probabilité que E arrivera 
au moins m fois, dans une série de p. épreuves, s’obtiendra en met- 
tant q' au lieu de q dans l’expression de P. 

Pour donner un exemple de cette règle fondée sur le développement 
de la puissance d’un polynôme , je suppose qu’une urne A renferme 
un nombre m de boules portant les n" i , a , 3 , . . . m; on tire p. fois- 
de suite une boule de cette urne , en y remettant à chaque fois la 
boule sortie; la chance, à chaque tirage, de l’arrivée d’une boule 
portant un numéro déterminé, est la meme pour toutes les boules, 

constante pendant les épreuves, et égale à ; cela étant, désignons 

par n„ /»,, n m , des nombres donnés qui peuvent être zéro, 

égaux, inégaux, pourvu qu’on ait toujours 



4 - 4 - • • •+ = Pi 

et soit U la probabilité qu’on amènera, dans un ordre quelconque, 
n, fois le n* i , n, fois le n* a, . . . n m fois le n” m : si l’on fait £ 

(G + <■ 4- • • 4" Uy = 0, 

et que. l’on développe 8 suivant les puissances et les produits des 
indéterminées t,, t,, t„ . . . t„ , la valeur de U sera le terme de ce 

développement , contenant le produit t, ' t, ‘ . . t."*, dans lequel 

on fera toutes ces indéterminées égales à En représentant par N 
le coefficient numérique de ce produit , nous aurons donc 

U= — N; 

m* 

N étant un nombre entier, qui dépendra de p et des nombres n,, n„ 
rit, «■, savoir, 



N =3 



i 3. .. n, . i .1.3. i . 1.3. . . n_ ’ 
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où l’on prendra l’unité pour le produit i.a.5...n, » quand n, sera 
zéro, et de même pour chacuu des produits semblables. 

Cela posé , soit s la somme des numéros sortis dans les fi tirages , 
ou aura 

s =: ri, 4* an, + 3tjj mn m . 

Par conséquent, si s est un nombre douué; que 1 on prenne successi- 
vement pour zi, , 7/,, 77,,. . . 77„, tous les nombres entiers ou zéro qui 
satisfont à cette équation et dont la somme est égale à u; et que 1 on 
désigne par N', N", N'", etc., les valeurs correspondantes de N , et 
par V la somme de celles de U, il en résultera 

V = - (N' 4- N* 4* N'"+ etc.), 

pour la probabilité d’avoir, dans un nombre fi de tirages, une somme 
de numéros donnée et égale à s. • 

On calculera plus aisément la valeur de V en changeant dans S les 
indéterminées t„ t„ t m , dans les puissances t, t', t 3 ... r, 

d’une même quantité t : si l’on désigne par T ce que 0 deviendra , 
on aura 

T'a= (<+*■ + ^4-.. •+ rfi 

et^fcst aisé de voir que la somme N'4-N"4-N"'4-etc. ne sera autre chose 
que le coefficient numérique de /'dans le développement de T ; par 
conséquent , si l’on représente ce coefficient par M, , il en résultera 




Ce coefficient M, dépendra des nombres donnés n,m, s , et s’obtiendra 
facilement dans chaque exemple. 

Au lien d’une seule urne V, on peut supposer qu’on ait un nom- 
bre fi d’urnes A„ A,, A,,...A^, dont chacune contienne m boules 
numérotées t, *2, 5,... 7», et tirer en même temps une boule de 
chacune de ces urnes. On peut aussi remplacer ces urnes par un pareil 
nombre de dés : s’il s’agit de des ordinaires , à six faces , portant les 
n** i, a, 3, 4, 5, 6, ou aura m = 6, et V exprimera la probabilité 
qu’en projetant simultanément un nombre fi de dés , on amènera une 



i 



Digitized by Google 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. 5 9 

somme de numéros égale à s. Soit , par exemple . p. =3. et consé- 
quemment 

* T = t»(i + ( + c+(i + (<+ /»)», V = gj M„ 

LedéveloppementdeTsecomposera de seize termes; les coefficients des 
termes également éloignés des extrêmes, tels que M 3 et M,i, et M„, 

. . .M I0 etM„, seront égaux; la somme de tous les coefficients aura pour, 
valeur celle de T qui répond à t ss j , ou 6*; la somme des huit pre- - 
iniers coefficients Mj, M 4 . . . , M,, , sera égale à £ 6’, ainsi que la somme 
des huit derniers M„, M„. . . M,,; d’où l’on conclut qu’en pro- 
jetant trois rféràla fois, la probabilité d’amener io ou un nombre 
moindre est comme celle d’amener 1 1 ou un nombre plus grand; 
ensortequ'on peut parier à jeu égal, ou un contre un, que la somme des 
trois numéros qéi arriveront passera ou ne passera pas le nombre dix. 

C’est sur ce résultat qu’est fondé le jeu qu’on appelle le passe-dix. Sans 
le secours d'aucun calcul , on s'assure aisément de l’égalité de chance de 
chacun des deux joueurs, en observant que chaque couple de faces op- 
posées d’un même dé, porte les numéros dont la somme est Sept, tels 
que un et six, deux et cinq, trois et quatre. U s'^auit alors, que quand 
les trois dés tombent sur le tapis , la somme des trois numéros supé- 
rieurs , jointe à celle des trois numéros inférieurs , forme toujours le 
nombre a i ; par conséquent , si la première somme est au-dessus de 
d ix , la seconde sera au-dessous et réciproquement. Les deux joueurs m 

sont donc dans le même cas que si l’un pariait que ce sont les numéros 
supérieurs qui passeront dix, et l’autre que ce sont les numéros infé- 
rieurs. Or, il est évident que les chances de ces deux événements seront 
égales ; car quels que soient les trois numéros qui arriveront au-des- 
sus et ceux qui arriveront au-dessous, l’événeurent contraire, c'est- 
à-dire l’arrivée de ceux-ci au-dessus et de ceux-là au-dessous, sera 
également possible. Mais pour connaître les chances des diverses 
valeurs de s , depuis s = 3 jusqu'à s as 1 8 , il est nécessaire de recou- 
rir au développement de T. On trouve, en l’effectuant 

M 4 « M , 7 sar > , M 5 - — M , | — 6, io, 

M, = M, 4 s= i 5, M,=M„=2i, M } =M„=a5, 

8.. 
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pour les nombres des combinaisons de trois numéros qui peu- 
vent amener les sommes 3 ou i8, 4 ou >7,^..io ou 1 1 : en les 
divisant par 6* ou ai6, on aura les chances de ces diverses som- 
mes. 



(18). Lorsque la chance de l’événement E varie pendant la duree 
des épreuves, la probabilité de sa répétition un nombre de fois donné, 
dépend de la loi de cette variation. Supposons, comme dans le n” 9, 
que E soit l'extraction d'une boule blanche, tirée d'une urne A qui 
■ contient des boules de cette couleur et des boules noires, et dans 
laquelle on ne remet pas la boule sortie à chaque tirage. Soient a et 
h les nombres de boules blanches et de boules noires que A renfer- 
mait avant les épreuves , n le nombre des tirages, et «la probabilité 
qu’il sortira m boules blanches et n boules noires, dans un ordre déter- 
miné; la valeur de sera donnée par la formule du numéro cité; 
et cette valeur étant indépendante de l’ordre suivant lëquel les boules 
des deux couleurs se succéderont, si nous désignons par n la pro- 
babilité qu’elles arriveront dans un ordre quelconque, nous au- 

/ 

rons 



n = K«r; 

K étant le même nombre que dans le n" 14, et en faisant toujours 



m 4- n ss fi, a -f- b = c. 

Faisons aussi 



a — m = a’ , b — n = b', c — = a' + b'ss c' ; 

en sorte que a', b’, c soientce que deviennent, après les tirages, les 
nombres de boules des deux couleurs et leur somme, qui étaient 
primitivement a, b, c. En ayant égard aux expressions de K et de 
celle de fl pourra s’écrire ainsi 

i.a.3...^.i.a.3...a.i.a.3...&.i.a.3...c' 

^ i.a.3,. .m.i .a. 3. . .n. 1 .a. 3. . .ai . 1 .2.3. . .i'. 1 .a. 3. . .c ' 



ce qui permettra d’étendre facilement cette expression au cas où A 
renfermerait des boules de trois ou d’un plus grand nombre de cou- 
leurs différentes. . 
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En supprimant des facteurs communs au numérateur et au déno- 
minateur, cette formule devient plus simplement (*) 



jj __ />■/• — i-p — » - - i“ — «+i 
i .a.3. . .n 



a. a — i.a — 2 ... 0 — m+i.4.4 — 1.4— 2 . ..b — n+i 
c.c — 1 .c — 2. . .c — + * 



La probabilité que sur le nombre p de tirages il sortira de A au moins 
m boules blanches, sera la somme des n + 1 valeurs de fl, que l’on 



(*} Après les p tirages qui ont amené m boules blanches et n noires, la chance d’a- 
mener une blanche dans un nouveau tirage, dépend de ces nombres m et n, et est 

égale à Mais pour une personne qui saurait seulement qu’on a tiré de l’urne un 

nombre s* de boules, et qui ignorerait la proportion des blanches et' des noires 
qui en sont- sorties, la probabilité de l’arrivée d’une boule blanche, dans un nou- 
veau tirage, serait très différente de cette chance ~ ; et d’après une note que vient 
de m’adresser M Émile Mondésir, ancien élève de l’École Polytechnique, la pro— 
habilité dont il s’agit est indépendante des nombres m cl n, et égale 1 - comme 
avant les tirages. 

Pour vérifier cette proposition sur un exemple, supposons qu’on ait 
a = 4, 4 = 3, c = 7, * = 2 , e’ = 5. 

Relativement aux nombres m et n, il y aura trois cas possibles, mais inégale-: 
ment probables, savoir m = a etn=o, m = 1 etn = 1 , m = o et n = 2 . Lee pro- 
babilités de ces trois cas différents, déduites de l’expression de n, seront respec- 
tivement -, -, - ; dans ces mêmes cas , les chances de l’arrivée d’une blanche 
3 7 7 

dans un tirage subséquent, auront pour valeurs g, d’après les règles des 
n°* 5 et 10 , la probabilité complète de l’extraction d’une bonle blanche, sera donc 
la somme des produits de î et |, - et - et g; laquelle somme est effective- 
A G 

ment égale à -, ou à - . Je renverrai, pour la démonstration générale, à la note de ' 
7 c 

M. Mondésir, qu’il se propose d’insérer dans Te journal de M. Liouville. „ 

La proposition est évidente quand on a a = 4; car dans ce cas, pour une per- 
sonne qui ne connaît pas les boules extraites de l’urne, il n’y a pas plus de raison 
de croire, après comine avant cette extraction, A l’arrivée d’nne boule blanche qu’à 
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obtient , en mettant successivement au lieu de m et n dans cette der- 
nière formule, fx et zéro, y. — i et i, /* — a et a,. . .fx — n et ». 
En désignant cette probabilité par P, nous aurons , de cette manière , 



f.c.e — i.c 



•»— a...c — /*-+• 1 = a.a — i.a — a ...a — jt-j- i 
/ib.a.a — x .a — a.. .fl — /»■+* a 

-f- * '* ■ j — .b. b — x .a. a — i.fl — 2 . ..a — fi-\- 5 
+ — -.b.bt—i.b — a .a.a — i.a — 2. ..a — + 4 



f 



. 1 “ — " -f ■ 

. n 



.b.b-i 1 ,a.a.-i...a- m+t. 



Dans le cas de m = o et n = /x , on devra avoir P = 1 j on en con- 
clut donc 



i.c — 2...C — ft. -f- > — a.a — 1 . a — 2 ... a — ft -f- 1 
+ f* .b. a. a — i.a — a. ..a — f* + 2 

1 .b. b — i.a. a — i.a — a ...a — pe-+- 5 

i.a 

» * 

1 l ‘~ —.b.b—i.b — * 2 .a.a— t 2 . . .« — a-f-4 

• 1 .a. 3 



■+- n.b.b — î.b — a. ,,b — /a-f-a.a 
b. b — » 1 .b — a. . .b — f* -h 1 ; 



celle d’une boule noire; et par conséquent, 1a probabilité d'amener une boule 
blanche, veste toujours égale à On peut aussi remarquer que cette proposition s'ac- 
corde, dans le cas où les nombres a et b sont infinis, avec une autre qui sera démon- 
trée dans la suite de cet outrage, et suivant laquelle il est certaio que les nombres m 
et n seront entre eux comme a et 6; alors, on est donc assuré que les nombres 
n' et b' , des boules restantes dans l’urne sont encore entre eux comme net b , en sorte 
que la chance et la probabilité de l’arrivée d’une nouvelle boule blanche, ne sont 

plus distinctes l'une de l’autre, et ont pour valeur le rapport % égal à . 



n 
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ce qni coïncide avec une formule connue et analogue à celle du bi- 
nôme. Dans cette formule et dans toutes celles dé ce genre , chaque 
quantité telle que a. a — i .a — i. ..a — w-(- 1; est un produit de m 
facteurs pour lequel on doit prendre J’unité quand m = o: d'où il 
résulte que cette formule ne convient pas au cas de/u = o; exception 
qui a lieu également pour la formule du binôme appliquée à la puis- 
sance zéro. 

(19). Au lieu de faire fi tirages successifs sans remettre les boules 
sorties de A, il est évident que la probabilité d’amener m boules 
blanches et n boules noires serait encore la même, si l’on tirait en 
une seule fois m+nou a boules de cette urne. C'est effectivement ce 
qu'on peut vérifier de la manière suivante. 

Je désigne généralement par G H le nombre de groupes composés 
chacun de fi foules , que l’on peut former avec les c boules contenues 
dans A. On aura * 



_.e . c — 1 ,c — 3. . .c—f* • 
I .2.3* . .jM 



En effet, pour former tous ces groupes au moyen de ceux de fi — 1 
boules, il faudra combiner chacun de ceux-ci avec les c — fi 4-1 boules 
qu’il ne contient pas; ce qui donnerait un nombre (c — ^ + 
de groupes de fi boules ; mais comme il y a un nombre fi de groupes 
de fi — 1 boules qui donnent un même groupe de fi boules; on devra . 
diviser ce produit ( c — fi -f- 1 ) G,, _ , par fi pour avoir le nombre de 
groupes différents, composés de n boules. On aura donc , 

n c — p ■+■ 1 r, 

' J rr— ~ 

or, pour n= 1, on a évidemment G, =c ; si donc on fait successive^ 
ment f*:=a, = 5 , = 4 » etc., il en résultera 

Ç.-.E=i.G t -£Æ=f f 

g 1 =- 7 - 2 .g.= 



I.a .3 



(l c — à p c.c — 1 .c — *.c — 3 

°4 r G> rTTTïl 



et enfin l’expression de G^ qu’il s’agissait de démontrer. 
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En représentant ce que devient G, par G'*, lorsqu’on y change c 
et p en a et m, et part G"„ quand on y fait le changement de c et p 
en b et n , nous aurons de même 




i.a — 



i .a. 



a. 

37 



.a — - m -j- t 





.b — a. 
i .a. 3. 



. A — n -4- i 

,n 



Le produit de G', et G", sera le nombre de groupes de m-f-« ou u. 
boules que l’on peut former avec les a + é ou c boules contenues 
dans A, et dont chacun renfermera m boules blanches et n boules noi- 
res; la probabilité d’amener un de ces groupes en tirant à la foisyts 
boules de l’urne A , est d’ailleurs égale à leur nombre divisé par celui 
de tous les groupes de p boules que A renferme , c’^t -à-dire à ce 
produit G'„G*., divisé par G,,; en la désignant par n, on aura donc 



G'.G*. 

G- ’ 



ce qui coïncide avec la valeur de II du numéro précédent. L’ex- 
. pression de P du même numéro est aussi la probabilité d'amener 
au moins m boules blanchés en tirant à la fois p boules de l’urne A. 

. (ao). Dans l’exemple de ce n* 18, la chance de l’événement E 
variait pendant les épreuves, parce qu’à chaque nouvelle épreuve, 
elle dépendait des nombres de fois que E et l’événement contraire F 
avaient eu lieu précédemment; mais il y a d’autres questions dans 
lesquelles ces deux événements, d’une nature quelconque, ont des 
chances propres, indépendantes à chaque épreuve, de ce qui est 
arrivé jusque là, et qui varient d’une épreuve à une antre. 

Généralement, dans une série de p épreuves que l’on va faire ou 
qui ont eu lieu, soient p, et q, les chances de E et F à la première 
épreuve , p. et q, à la seconde .... et à la dernière, de sorte 
qu’on ait 

E. + 9>= '» + «» /> + ?/•= *• 
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Pour obtenir la probabilité que E arrivera ou est arrivé un nombre 
in de fois et F un nombre n ou p — m, dans un ordre quelconque, je 
désigne par P„ le produit d’un nombre m des fractions p„ p ,, p „ . . ,p M , 
et par Q, celui d’un nombre n des fractions q,,q,, .q H , qui 

n’entrent dans aucune des équations précédentes, avec l’une des frac- 
tions comprises dans P„, de manière que si I*. renferme la fraction 
quelconque p,, la fraction correspondante q, n’entrera pas dans Q,, et 
que si P m ne contient pas p„ la fraction q, entrera dans Q,. Je 
multiplie ensuite ces deux produits P m et Q. l’un par l’autre, puis je fais 
la somme de toutes les quantités possibles P„Q. , ainsi formées, 
et dont le nombre sera celui que l’on a désigné par K dans le n* 14 : 
cette somme exprimera la probabilité demandée. 

On peut énoncer cette règle d'une autre manière qui nous sera utile 
dans la suite. 

Soient u et v deux quantités indéterminées; faisons 

R = («P. 4 - *!• ) ( U P. + « 7 .) ( «pi 4- « 7 ,) ( «E» -f- ^ ) > 

de manière que R exprime un produit de p. ou m+n facteurs. Si l'on 
effectue ce produit, on aura un polynôme de p-\- 1 termes, ordonné 
suivant les puissances de u et de v. Or, le coefficient de u m v“ dans ce 
polynôme sera la probabilité que nous considérons, de l’arrivée m fois 
de E et n fois de F, dans un ordre quelconque. Prenons , par exem- 
ple, /n = 3 . Nous aurons 

R = u'p,p.p, -f- u‘v (p.p.q, -I- p,psq. -f- p.ptf. ) 

■+■ uv ' (MW* + Pj7.7*) + ‘' 3 9'7*7«- 

Le coefficient dew J est évidemment la probabilité de l'arrivée de trois 
fois E ; le coefficient de «V est celle de l’arrivée de deux fois E et une 
fois F, ce qui peut avoir lieu parce que E arrive aux deux premières 
épreuves et F a la dernière, F à la seconde épreuve et E aux deux 
autres, F à la première épreuve et E aux deux dernières; le coefficient 
de uv * exprime de même la probabilité de l’arrivée de deux fois F et 
d’une fois E; enfin, celui de v 3 est évidemment la probabilité de l’ar- 
rivée de trois fois F. 

Si à chaque épreuve, E peut avoir lieu de plusieurs manières égale- 
ment possibles, on prendra pour la chance de E à cette épreuve, con- 

9 
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formémeutà la règle du n" 10 , la somme des probabilités respectives de 
ces diverses manières, divisée par leur nombre. En retranchant de l’u- 
nité cette chance moyenne de E, on aura celle de f ; et c’est d’après 
ces deux chances moyennes à chaque épreuve, que l’on devra calculer 
la probabilité que E et F arriveront m et n fois dans m + n épreuves, 
ou celle de tout autre événement composé de E et F. Quoique les 
chances partielles de E et F varient en nombre et en grandeur, d’une 
épreuve à uue autre; si leurs chances moyennes demeurent constan- 
tes, les probabilités des événements composés suivront les mêmes 
lois que dans le cas des chances invariables. 

(ai). Une des applications les plus fréquentes du calcul des proba- 
bilités a pour objet de déterminer les avantages ou les désavantages 
attachés aux choses éventuelles, d'après le gain ou la perte quelles 
doivent produire, et les chances de leurs arrivées. Elle est fondée sur 
la règle suivante. 

Supposons que l’un des événements E, F, G, H, etc., en nombre 
quelconque, doive avoir lieu; et désignons leurs probabilités par 
p, (], r, s, etc. , de sorte qu'on ait 

P 4* <7 “t" r + ■* ri - e,c - = * • 

Supposons aussi qu’un gain g soit attaché à l’arrivée de E pour une 
première personne, à celle de F pour une deuxième personne, etc. ; si 
toutes ces personnes conviennent de partager g avant que le sort ait 
décidé, ou bien, si elles y sont obligées par des raisons quelconques, 
ce gain devra être partagé entre elles proportionnellement à leurs 
probabilités respectives de gagner, c’est-à-dire, que gp devra être la 
part de la première personne, gq celle de la seconde, etc. 

En effet, soit m le nombre de tous les cas également possibles , et 
parmi ces cas, soient a, b, c, d, etc., les nombres de ceux qui sont 
favorables à E, F, G, H, etc. , de manière qu’on ait 

fl + fc + c-f-rf-f- etc . =m, 

et ensuite 
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S’il y avait un nombre m de personnes dont chacune dût gagner par 
l’arrivée de l'un des m cas possibles *1 est évident qu’il faudrait diviser g 

également entre elles toutes, et que ^g serait la part de chacune; or, la 

personne dont/? est la probabilité de gagner, ou qui a pour elle un nom- 
bre a de cas possibles, devra aussi réunir un pareil nombre de ces parts 

égales; sa part entière devra donc être —g, ou pg-, et de même celles 

des autres personnes seront i/g, rg, sg, etc. 

Dans les jeux déjà commencés, cette règle fera connaître ce qui re- 
viendrait à chaque joueur d’après sa probabilité d’achever de gagner 
la partie, si l’on convenait de se séparer avant delà terminer. On en con- 
clut aussi que la mise de chaque joueur avant que la partie commence 
doit être proportionnelle à sa chance de la gagner; car si, au lieu de 
jouer, on convenait de se séparer, chaque joueur devrait retirer sa 
mise; et, d'après la règle précédente, ce qui lui reviendrait devrait 
aussi être égal à la somme des mises, multipliée par la probabilité de ga- 
gner la partie entière. Celte probabilité, dans les jeux de pur hasard, 
dépend des règles du jeu, et peut se calculer à priori, quand elles ne 
sont pas très compliquées. Dans les jeux où le succès-dépend de l'habi- 
leté de chaque joueur, sa probabilité de gagner est fondée ordinaire- 
ment sur sa réputatiou, et ne pourrait être déterminée, avec quel- 
que exactitude, que par une longue expérience. 

Les probabilités de deux événements contraires E et F étant p et </, 
de sorte qu’on ait />+</= i, si A parie une somme a pour l’arrivée 
de E, et B une somme £ pour celle de F, il faudra pour que les paris 
soient égaux , que ces sommes a et £ soient entre elles comme p et </, 
ou qu’on ait 

p£=<j<t. 

Mais ou ne doit pas oublier que ces probabilités p et q sont, en géné- 
ral, différentes des chances propres de F, et F, et dépendent des con- 
naissances que A et B peuvent avoir en ce qui concerne ces événements. 
Si ces probabilités sont fondées sur les mêmes connaissances pour A et 
pour B, le pari est équitable, quoiqu’il puisse favoriser beaucoup l’une 
de ces deux personnes aux dépens de l’autre. Si elles n’ont pas les 
mêmes données sur les événements E et F, la proportion des sommes 

9 - 
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a et S n'est plus celle des probabilités que A et B supposaient à ces 
événements, et il n’y a plus moyen de la régler équitablement. 

(22). On calculera sans peine, »u moyen des formules du n" 19, les 
diverses chances de la loterie de France, heureusement supprimée par 
une loi récente. En les comparant aux multiples des mises que la lo- 
terie payait pour les billets gagnants, on verra que ces multiples 
étaient beaucoup au-dessous de ceux qu’elle aurait dû payer pour que 
le jeu fût égal, et qu'il en résultait pour la loterie, aux dépens des 
joueurs, un avantage exorbitant que la loi aurait puni comme illicite, 
dans uue spéculation particulière. 

Soient, en général, n le nombre de numéros dont uue loterie est 
composée, /« celui des uuméros qui sortent à chaque tirage, l le nom- 
bre de ceux qui sont portés sur le billet qu'un joueur a choisi, et A la 
probabilité que ces derniers numéros sortiront. Les nombres de grou- 
pes de l numéros qu’on peut former, soit avec les n numéros de la lo- 
lerie, soit avec les m numéros qui sortent à chaque tirage, seront, d a- 
prés les formules du numéro cité, 

n.n — i.n — a...n — / + 1 m.m — î.m — 2...m — /+ 1 

i.a.î. .../ ’ 1 .a. 3 . .77 * 

et la probabilité A aura pour valeur le rapport du second nombre au 
premier, c’est-à-dire, 

m.m— 1 .m — a. . .m — / -t i 
n.n — t.n — — /-f i 

• 

En prenant pour unité, la mise du joueur, celle de la loterie devra, 
être le rapport de 1 — A à A ; et en cas de gain , la loterie devra aussi 
rendre au joueur la mise qu'il a payée d’avance ; si l’on appelle /u le 
multiple de cette mise que la loterie devra payer au gagnant, ou aura 
donc 




Soit aussi x le nombre de tirages nécessaire pour que l'on puisse pa- 
rier un contre un, que les numéros portés au billet du joueur sorti- 
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ront au moins une fois; on aura, d’après la règle du n* 8 , 

(i-A 

et quand la probabilité A sera une très petite fraction, il en résultera, 
à très peu près, 

* . j ' * 4 . W 

- r =î-( 0 . 693 i 5 ), 

en preuant 0,69515 pour le logarithme népérien du nombre .r. 

Dans la loterie de France, on avait 

n= go, m — 5. 

4 * 

Pour un terne, il fallait prendre /= 3 ; d’où il résultait 

yL. * ' . , 4 __ ug, . « Jr-iW 1 

543 

A = 9 o:8 9 - M > A* = 11748 , X = 8i43,i5... 

La loterie aurait donc dù payer au gagnant, pour que le jeu fût 
égal, 1 1748 fois sa mise : elle lui payait seulement 55 oo fois, c’est-à- 
dire, moins de moitié. La disproportion était encore plus grande dans 
le cas du quateme et du quine; elle était moindre pour Yambe et 
Y extrait. Il y avait de l’avantage à parier un contre un, qu’un terne 
douné sortirait au moins une fois en 8144 tirages, et du désavantage 
à parier aussi un contre un, qu’il sortirait en 8143 épreuves. Relative- 
ment à un numéro désigné d’avance, on aurait 

( l— Të) = »' ’ r== log" 18— - log. 17 = ,3 ' ,5 7 ' 

il y avait donc désavantage à parier un contre un que ce numéro sor- 
tirait au moins une fois en ia tirages, et il aurait fallu i 5 tirages, 
pour qu’il fût avantageux de parier un contre un que ce numéro 
sortirait. 11 y avait aussi un contre un à parier que les 90 numéros 
sortiraient au moins une fois en 85 ou 84 tirages (*). 

Parmi les joueurs, les uns choisissaient des numéros parce qu’ils n ’é- 



(*) Théorie analytique des probabilités ; page 198. 
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taient pas sortis depuis long-temps, d autres choisissaient, au con- 
traire, ceux qui sortaient le plus souvent. Ces deux préférences étaient 
également mal fondées : quoique, par exemple, il y eût une probabi- 
lité très approchante de la certitude et égale à i — , oui peu près 

0,^97, qu’un numéro déterminé sortiraitau moins une fois dans 100 tira- 
ges successifs ; si cependant, il ne fiit pas sorti dans les 88 premiers, la 
probabilité de sa sortie dans les 13 derniers aurait toujours été à peu 

près comme pour tout autre numéro déterminé. Quant aux numéros 

dont la sortie avait été plus fréquente que celle des autres , cette cir- 
constance ne devait être considérée que comme un effet du hasard , 
compatible avec légalité évidente de chance de tons les numéros à cha- 
que tirage. A tous les jeux de hasard où les chances égales ou inégales 
sont connues d’une manière certaine, les événements passés n'ont au- 
cune influence sur la probabilité des événements futurs, et toutes les 
combinaisons que les joueurs imaginent ne peuvent augmenter le gain 
ni diminuer la perte, qui résultent de ces chances d’après la règle du 
numéro précédent. 

Dans les jeux publics de Paris, l’avantage du banquier h chaque 
coup est peu considérable: au jeu de trente-et-quarante par exemple, 
il est un peu au-dessous de onze millièmes de chaque mise (*); mais h 
raison de la rapidité de ces jenx et du grand nombre de coups qui se 
jouent en peu d’heures, il en résulte pour le banquier des bénéfices as- 
surés, à peu près constants chaque année, et sur lesquels il peut payer 
annuellement cinq à six millions à l'administration publique, qui lui en 
concède le monopole. Us sont encore plus préjudiciables que la loterie 
ne pouvait l’être ; car l'argent qu'on y joue dans la capitale seulement 
s’élève chaque année à plusieurs centaines de millions, et surpasse de 
beauconp celui que l’on mettait à la loterie dans la France entière. 
Ce n’est pas ici le lieu de discuter les raisons que l’on a coutume de don- 
ner pour la conservation des jeux publics; je n’ai jamais pu les trouver 
bonnes; et il devrait suflire que ces jeux fussent la cause de beaucoup de 



(*) Voyez sur les chances de ce jeu, le mémoire que j’ai inséré dans le journal 
de M. Gergonne; tome XVI, n° 6 ; décembre i8a5. 
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malheurs et peut-être de crimes , pour que l'administration les interdit 
au lieu de partager les bénéfices qu’ils procurent, avec les hommes aux- 
quels elle en vend le privilège (*). 

(a3). Le produit d'un gainetde la probabilité de l'obtenir est ce qu'ou 
appelle Yespérance mathématique de chaque personne intéressée dans 
une spéculation quelconque. Si ce gain est 60,000 fr. , par exemple , 

et que ^ soit la chance de l'événement auquel il est attaché, la per- 
sonne qui devra recevoir cette somme éventuellement , pourra 
considérer le tiers de 60,000 fr., comme un bien quelle possède , et 
que l’on devrait comprendre dans l’inventaire de sa fortune ac- 
tuelle. 

En général, si quelqu’un doit gagner une somme g à l’arrivée d’un 
événement E, une somme g’ à l’arrivée d’un autre événement E’, etc., 
et que les chances de ces événements soient p, p',p", etc., son espérance 
mathématique aura pour valeur la somme gp+g'^’-j-g'p'-f-etc. Lors- 
qu’une ou plusieurs des quantités g , g', g*, etc., exprimerout des pertes 
que cette personne aura à craindre, on leur donnera le signe — dans cette 
somme, en conservant le signe -f- à celles qui sont des gains éven- 
tuels. Selon que la valeur totale de l’espérance sera positive ou néga- 
tive , elle représentera une augmentation ou une diminution du 
surplus de la fortune, et devra être comprise actuellement parmi les 
créances ou les dettes , si l’on ne veut pas attendre l’issue des évé- 
nements. Il est bien entendu que quand les gains ou pertes ne devront 
avoir lieu qua des époques éloignées de celle que l’on considère, il 
faudra les escompter pour les convertir en valeurs actuelles, indé- 
pendamment de leur éventualité. Si g ne doit être payé, à la per- 
sonne dont on évalue la fortune, que dans un nombre n d’années, 
g' dans un nombre n 1 , etc., ces quantités valent aujourd'hui g, g', 
g", etc., divisées respectivement par les puissances n, n', n", etc., 
de 1 -+• 8, en désignant par 8 le taux de l’intérêt annuel. Par consé- 
quent, si l’on appelle < la partie de cette fortune qui résulte de l’es- 



(*) Ce numéro de mon ouvrage était écrit avant que la dernière loi de finance* 
edt heureusement prohibé les jeux de haurd à partir du i*' janvier >838. 
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pérance mathématique de celte personne, on aura 

, _ _1?_ *>' _i_ «Y . elc 

— (1+6)* ^ (.+3)*' ^ (i +l)-” ^ elC ’ 

Pour se charger des gains et pertes que les événements amèneront, 
e est la somme qu’une autre personne devrait payer aujourd'hui à 
celle-là , ou recevoir d’elle, selon que cette quantité t est positive ou 
négative. 

Le calcul des rentes viagères sur une ou plusieurs tètes , des assu- 
rances sur la vie, des pensions, est fondé sur celte formule et sur les 
tables de mortalité, ainsi qu’on peut le voir dans les ouvrages qui 
traitent spécialement de ces questions. 

(a4). Comme l’avantage qu’un gain procure à quelqu’un dé- 
pend de l’état de sa fortune, on a distingué cet avantage relatif, 
de l’espérance mathématique, et on l’a nommé espérance morale. 
Lorsqu’il est une quantité infiniment petite, on prend son rapport à 
la fortune actuelle de la personne , pour la mesure de l’espérance mo- 
rale, qui peut d’ailleurs être positive ou négative, selon qu’il s’agit 
d’une augmentation ou d’une diminution éventuelle de cette for- 
tune. Par le calcul intégral, on déduit ensuite de celte mesure des 
conséquences qui s’accordent avec les règles que la prudence indique 
sur la manière dont chacun doit diriger ses spéculations. On a aussi 
trouvé, dans les résultats de ce calcul, des raisons de ne pas jouer, 
même à jeu égal, qui ne sont peut-être pas les meilleures que l’on 
puisse donner. L’argument sans réponse contre le jeu , quand il a cessé 
detre un simple amusement, c’est qu’il ne crée pas de valeurs, et que 
les joueurs qui gagnent ne peuvent trouver leur avantage que dans 
le malheur et quelquefois la ruine de ceux qui perdent. Le commerce 
est aussi un jeu, en ce sens que le succès des spéculations les plus 
prudentes, n’a jamais qu’une forte probabilité, et qu’il reste toujours 
des chances de perte que l’habileté et la prévoyance peuvent seulement 
atténuer; mais il augmente la valeur des choses par leur transport 
d’un lieu dans un autre; et c’est dans cet accroissement de valeur que 
le commerçant trouve son bénéfice, en procurant aussi un avantage 
'aux consommateurs. 

(s5). lia règle du n* ai, quelque simple et naturelle qu’elle soit, 
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donne lieu cependant à une difficulté dont on s’est autrefois beaucoup . v 
occupe. • 

Deux persouues A et B jouent à croix et pile; les conditions du jeu 
sont : i*. que la partie se terminera lorsque croix arrivera; a», que B 
donnera à A deux francs si croix arrive au premier coup , quatre francs 
s’il arrive au deuxième coup,... et généralement a* francs si croix 
arrive au coup; 5*. que la partie sera nulle si croix n’arrive 
pas dans les ni premiers coups, limitation sans laquelle la partie 
pourrait être interminable. Ou suppose que la pièce n’a aucune ten- 
dance à retomber plutôt sur une face que sur l’autre, de sorte qu’à 

chaque coup, la chance d’amener croix soit ^ comme celle d’amener 

pile. Il s'ensuit que — sera la probabilité que croèrarrivera aun"""coup 
sans qu’il ail paru auparavant; car, pour cela, il faudra qu’on amène 
pile n — i fois de suite, ce qui a pour probabilité ; et que l’on amène • 



croix au coup suivant, autre événement dont la probabilité est î. Par 
' conséquent, la probabilité que croix arrivera au n""' coup pour la pre- 
mière fois, aura le produit de et de ou ^ pour valeur. Dans ce 

Cas, A recevra 2 * francs; ce qui donne un franc pour la valeur corres- ' 
pondanl^dc son espérance mathématique ; et comme elle est la même 
pour chacun coups dont la partie peut se composer, il s’ensuit 

que la valeur entière de l’espérance mathématique de A sera un Iran» 
répété m fois. Pour que le jeu fut égal , A devrait donc donner m 
francs à B, c’est-à-dire mille francs, un million de francs, si la partie 
pouvait durer jusqu’à mille coups, un million de coups, et même une 
somme infinie, si elle pouvait se prolonger indéfiniment. Cependant, 
il n’y a persoune qui exposât une somme un peu considérable, mille 
francs par exemple, à un pareil jeu. Ici la règle de l’espérance mathé- 
matique parait donc en défaut; et c’est pour lever la difficulté que nous 
signalons, que l’on a imaginé la règle de l’espérance morale et sa me- 
sure Mais on doit remarquer que cette difficulté tient à ce que, dans les 
conditions du jeu, on a fait abstraction de la possibilité pour B, de 
payer toutes les sommes que les chances du jeu pourront valoir à A. 
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Quelle que grande qu’on la suppose, la fortune de B est nécessaire- 
ment limitée; si donc on la désigne par un nombre b de fralics, A ne 
pourra jamais recevoir une somme plus grande que b\ ce qui diminue, 
dans un très grand rapport , son espérauce mathématique. 

En effet, on aura toujours 

b = a f ( » ■+• h) ; 

g étant un nombre entier, et h une quantité positive et plus petite 
que l'unité. Si l’on a G > m, ou seulement g = m, B pourra payer 
toutes les sommes qui échoiront à A ; mais dans le cas de 6 < m , B ne 
pourra plus les payer, lorsque croix arrivera pour la première fois au- 
delà des g premiers coups. L’espérance mathématique de A sera 
doue g pour ces premiers coups; mais au-delà, c’est-à-dire pour les 
m g coups suivants, elle se réduira à la somme constante b ou 

a C(i h), multipliée par leurs probabilités respectives, depuis -j-— ; 

jusqu’à En désignant donc par i la valeur complète de l’espérance 

mathématique de A, ou ce qu’il doit donner à B pour que le jeu 
soit égal, ou aura . 

f + i(« +*)(> + -4*4+*>*+ÿ=- î c=;)»-. 

ou , ce qui est la même ch >se , m » * 

É = ^+ (' ■+■ A) ~ ?)v 

quantité qui n’est plus croissante avec m, et qui est, au contraire , 
à très peu près indépendante de ce nombre, et se réduit sensiblement à 

t = £ -f- i -f- h 9 

quand il est très grand. Or, la fortune de B ne peut jamais être assez, 
grande pour que 6 cesse d’être un nombre peu considérable; et, consé- 
quemment , A ne doit exposer au jeu dont il s’agit , qu’une somme peu 
considérable, comprise entre 6-f-i et C-f- a. Si l'on suppose que B soit . 
un banquier qui possède cent millions e francs, on trouvera a6pour 
la plus grande puissance de a comprise dans b , c’est-à-dire pour le 
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nombre S ; eu sorte que A aurait réellement du désavantage à parier 
38 francs ou plus, contre le propriétaire de cette fortune colossale. 

La règle de l’espérance morale , appliquée à cette question (*), con- 
duit à une fixation différente de la somme que A peut jouer, et que 
l’on trouve alors dépendante de la fortune de A. et non de celle de B; 
mais il nie semble qu’à ce jeu , c’est la possibilité d’être payé intégra- 
lement par B, qui doit limiter la somme que A doit lui donner avant 
que le jeu commence. 

(36). Je terminerai ce chapitre par quelques remarques sur l'in- 
fluence d’une chance favorable à un événement, sans qu’on sache le- 
quel, et qui augmente toujours, comme on va le voir, la probabilité 
de la similitude des événements dans une série d’épreuves. 

Au jeu de croix et pile , par exemple, il y a toujours liou de croire 
que la pièce, d'après sa constitution physique, a une teudancc un peu 
plus grande à tomber plutôt sur uuo face que sur l'autre; mais ou 
ignore à priori , si c’est croix ou pile- dont l’arrivée est favorisée par 
cette circonstance ; or, cela n’cmpèchc pas quelle n'augmente la pro- 
babilité que ce sera la même face qui arrivera plusieurs fois de 
suite. 

Pour le faire voir, désignons par£ (1 + <f) la chance relative à la 
face que la constitution de la pièce favorise, et, conséquemment, 
par ; (1 — J 1 ) celle de l’arrivée de l’autre face; de sorte que J' soit une 
petite fraction, positive dont la valeur est inconnue, et de sorte aussi 
que l’on ne sache pas laquelle de ces deux chances inégales appartient 
à croix ou à pile. Si l’on doit jouer un seul coup, on 11'aura aucune rai- 
son de croire que la face choisie par l'un des joueurs soit la plus ou 
la moins favorisée; la probabilité de son arrivée sera donc 7, comme 
si / était zéro. Mais si l’on doit jouer deux coups, il y aura de l’avan- 
tage à parier pour la similitude des deux faces qui arriveront. En effet , 
quatre combinaisons pourront avoir lieu : deux pour la similitude, 
croix croix et pile-pile ; deux pour la difsimilitude, croix-pile et pile- 
croix. Les chances des deux premières seront les carrés de £ ( 1 /) 

et i (1 — J ); la probabilité que l'une de ces combinaisons aura lieu 
sera donc, d’après la règle du n° 10, la somme de ces carrés, ou 



(*) Théorie analytique des probabilités ; page 43t>. 

«O.. 



JUS* ■ 

V 






-6 



RECHERCHES 



~(l -f- J*). Les chances des deux autres combinaisons seront égaies 
entre elles, et exprimées chacune parle produit dej ( i -f-J') et| (i — J'); 
leur somme, ou la probabilité de la dissimilitude, aura donc j(i — /•) 
pour valeur; laquelle est moindre que celle de la similitude, dans le 

I t 2/* 

rapport de la différence 1 — /* à la somme 1 ■+■ <f*, ou de 1 — 

à l’unité. Si A parie un franc pour la similitude, et que B parie contre, 
il faudra , pour rendre le jeu égal, que B parie un franc diminué de la 

• j/* * ^ "«*« . I 

fraction — ^ , c’est-à-dire à peu près 98 centimes, si l'on avait / = — , 
par exemple. 

Lorsque la pièce devra être projetée trois fois de suite, huit combi- 
naisons différentes pourront avoir lieu : trois fois croix et trois fois pile 
serout celles de la similitude; les six autres lui seront contraires , sa- 
voir, trois composées de deux fois croix et une (oh pile, et trois com- 
posées de deux fois pile et une fois croix. En supposant qu’on eût exac- 
tement cf = o , les chances de ces huit combinaisous seraient égales 
entre elles, et, par conséquent, A pariant toujours pour la similitude, 
sa mise devrait être le tiers de celle de B. Mais J' n’étant saus doute 
pas zéro, cette proportion des mises donnerait à A un avantage encore 
plus grand que dans le cas de deux projections successives. En effet , la 
probabilité de la similitude sera la somme des cubes de ; ( t -f- J ) 
et -j (1 — <f), qui se réduit à 5 (1 -f- en la retranchant de l’u- 
nité, on aura immédiatement celle de la dissiroilitude ou de l’événe- 
ment contraire, qui aura ainsi 5 (1 — S') pour valeur; laquelle est 
moindre que le triple de la précédente , dans le rapport de 1 — J * 

à 1 + 5 <f * ou de 1 — à l’nnité, c’esl-à-dire dans un rapport 



plus désavantageux que celui de 1- 



+ T- 



à l’unité. On étendra sans 



difficulté ce raisonnement à plus de trois épreuves, et si l’on veut, 
à d'autres jeux où il y ait plus de deux événements possibles, dont 
les chances inconnues peuvent être inégales. 

Quand deux personnes jouent ensemble, à un jeu où l’habileté 
peut quelque chose sur le résultat , il n’est pas vraisemblable qu’elles 
soient également habiles; et cela étant, sans connaître la personne 
qui joue le mieux, il faut parier que ce sera un même joueur qui 
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gagnera les deux premières parties Mais lors même que l’on conr 
naîtra le joueur le plus habile, on n’aura pas toujours de l’avan- 
tage à parier que ce ^era lui qui gagnera ces deux parties; car, sur 
quatre combinaisons qui pourront arriver, on en aurait alors trois 
_ contre soi et une seule favorable; et quoique celle-ci fut la plus pro- 
bable, sa chance pourrait ne pas balancer celles des trois autres en- 
semble. 

En général, soit p la probabilité connue d'un événement E de nature 
quelconque, et q celle de l’événement contraire F, de sorte qu on ait 
P -h 7 = i . Supposons , en outre . qu’une cause quelconque puisse 
augmenter la chance de l’un de ces deux événements, sans qu’on sache 
lequel, et diminueren même tenipscellede l’autre, d’une fraction incon- 
nue a. Désignons par -ar la probabilité que sur un nombre m d'éprpu- 
ves,cesera le même événement, Eou F, qui arrivera constamment. Si E 
est l’événement favorisé par la chance inconnue, la probabilité de la si- 
militude de m événements successifs, sera, d’après la règle du n* ro , 

(/>+*)■ -H? — ’ -•! -» 

• i • ■, • 

car elle pourra avoir lieu de deux manières différentes, c’est-à-dire, 
selon que E ou F arrivera à toutes les épreuves. Si, au contraire, c’est 
F qui est l’événement favorisé, la probabilité de la similitude de m évé- 
nements successifs aura pour expression 

(p — <*)- + (? -h «)". 




Or, puisque l'on ignore quel est celui des deux événements E et F dont 
la chance est augmentée ou diminuée, ces deux valeurs différentes de 
là probabilité qui répond à la similitude , sont pour nous également 
possibles ; la probabilité de chacune d’elles est donc i; et, toujours par 
la règle du n* 10, la somme de ces deux valeurs multipliées par -j, est la 
probabilité totale de la similitude. Par conséquent, on a 



*r = 4(p + *y.+ i(9 — — «)" + ï (? + «)“, 

ou, ce qui est la même chose, 





1 
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en faisant . pour abréger. 



fti m ■ i fH . //I I • in * ■ fH J J * i 

p - r + ■ -nr- ? * + ^ ^ a + e,c - • 



i . m — i . m — 2 . m — 3 

TTT31 

t.m — i . m — 2 . m — 3 _ , 

j— j— u—*e 

i.î. 3 f 7 



Si Ix chance ambiguë n’existait pas, c’est-à-dire, si l’on avait 1 = 0. la 
probabilité de la similitude serait simplement />” + ?"; toute cause qui 
accroît la chance de l'un des deux événements contraires E et F. sans 
qu’on sache lequel, augmente donc aussi la probabilité de la similitude 
des événements dans une série d’épreuves, puisqu’elle rend la valeur 
, de <sr évidemment plus grande que p m -f- </”. 
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-r’' CHAPITRE II. 

1 . * 4 ' • 

Suite des règles générales y probabilités (les causes et des événements 
futurs , déduites de l’ observation des événements passés. V . 

(37). Dans le chapitre précédent, les règles que nous avons considé- 
rées supposaient données les chances decertains événements, et avaient 
pour objet d'en déduire les probabilités d'autres événements composés 
des premiers. Dans celui-ci. on exposera les règles qui servent à cal- 
culer les probabilités des causes, d’après les événements observés, et, 
par suite, celles des événements futurs. Mais auparavant, il convient 
d'expliquer le sens précis que nous donnerons à ce mot c cuise , et qui 
n'est pas le même que celui qu’il a dans le langage ordinaire. 

Quand 011 dit communément qu'une chose est la cause d'une autre, 
on attribue à la première le pouvoir de produire nécessairement la se- 
conde, sans vouloir toutefois, exprimer par-là que l’on connaisse la 
nature de cette puissance, et comment elle s’exerce^Nous reviendrons 
à la fin de ce chapitre sur cette notion de la causalité. R .nous sulEt, 
quant à présent, de dire que le mot cause a, dans le calcul des proba- 
bilités, une signification plus étendue : Ou y considère une cause C, 
relative à un événement quelconque E, comme étant la chose qui 
donne à l’arrivée de E, la chance déterminée qui lui est propre; dans 
l’acception ordinaire du mot , C serait la cause de cette chance, et npn 
de l’événement même; et quand E arrive effectivement, c’est par le 
concours de C avec d’autres causes ou circonstances qui n’influent pas 
sur la chance propre de cet événement. Si p est cette chance, connue 
ou inconnue, et distincte en général de la probabilité, C donne en même 
temps la chance 1 — p à l'événement contraire F :dans le cas dep= 1 , 
la chose C produit nécessairement l'événement E, et en est la cause 
|iropremeut dite; dans le cas de p = o, elle est celle de F. 






8o 



RECHERCHES 



L'ensemble des causes qui concourent à la production d'un événe- 
ment sans influer sur la grandeur de sa chance, c’est-à-dire, sur le 
rapport du nombre de cas favorables à son arrivée au nombre total 
des cas possibles, est ce qu'on doit entendre par le hasard. Ainsi, 
par exemple, aux jeux de ries, l’événement qui arrive à chaque coup, est 
la conséquence du nombre des laces, des irrégularités de formes et 
de densité que le dé peut présenter, et des agitations nombreuses qu’on 
lui fait subir dans le cornet. Or, ces agitations sont des causes qui 
n’influent nullement sur la chance de l’arrivée d’une face déterminée : 
elles ont pour objet de faire disparaitre l’influence de la position du 
dé dans le cornet avant ces mouvements, dans la crainte que cette 
position initiale ne soit counue de l’un des joueurs ; et quand ce but est 
atteint, la chance relative à l'arrivée de chaque face, ne dépend plus 
que du nombre des faces, et des défauts du dé qui peuvent rendre les 
chances inégales pour les laces différentes. On dira qu’une chose est 
faite au hasard , lorsqu’elle est exécutée sans rien changer aux chances 
respectives des divers événements qui peuvent arriver. Une urne ren- 
fermant des boules blanches et des boules noires, on en tirera une 
boule au hasard, si l'on ne regarde pas leur disposition dans l'intérieur 
de l'urne avant d’y porter la main : en supposant toutes les boules 
d’un même diamètre, la chance d'amener une boule blanche ne pourra 
évidemment dépendre que du nombre de boules blanches et du nom- 
bre de boules noifts; et l'on démontre qu’elle est égale au rapport du 
premier de ces deux nombres à leur somme. 

La cause C peut être une chose physique ou une chose morale : au 
jeu de croix et pile, c’est la constitution physique de la pièce qui 
donne une chance généralement peu différente de J- à l'arrivée de croix 
ou à celle de pile ; dans un jugement criminel, la chance de la vérité 
ou de l’erreur du vote de chaque juré est déterminée par sa moralité, 
en comprenant, dans cette cause, sa capacité et sa conscience. Quelque- 
fois la cause C résulte du concours d’une chose morale et d'une chose 
physique: par exemple, dans chaque espèce de mesures ou d'observa- 
tions, la chance d’une erreur de grandeur donnée, dépend de l’habileté 
de l’observateur et de la construction, plus ou moins parfaite, de l’ins- 
trument dont il fait usage. Mais, dans tous les cas, les diverses causes des 
événements sont considérées, dans le calcul des probabilités, indépeu- 
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damaient de leurs nature particulière et sous le seul rapport de 
la grandeur des chances quelles produisent; et c’est pour cela 
que ce calcul s’applique egalement aux choses morales et aux cho- 
ses physiques. Toutefois, dans la plupart des questions, la chance 
que détermine une cause donnée C n’est pas connue à priori , et la 
cause même d’un événement ou de sa chance est quelquefois inconnue : 
si la chance est constante, on la détermine, comme on le verra par la 
suite, au moyen d’une série d’épreuves suffisamment prolongée; mais 
dans le vote d'un juré, par exemple, la chance d’erreur varie d'un juré 
à un autre, et sans doute, pour un même juré, dans les différentes 
affaires; et la répétition des épreuves , pour chaque juré et chaque es- 
pèce d’affaires, étant impossible , ce n’est pas la chance d’erreur propre 
à un juré que l’on peut déduire de l’observation, mais bien, comme on 
le verra par la suite, une certaine probabilité, relative à l'ensemble des 
jurés de tout le ressort d'une cour d'assises, et qu’il lui suffira de connaître 
pour la solution des problèmes qui sont l’objet spécial de cet ouvrage. 

Il y a souvent plusieurs causes différentes qui peuvent amener, en 
se combinant avec le hasard, un événement donné E ou l'événement 
contraire F ; avant que l’un ou l'autre de ces deux événements ait eu 
lieu , chacune de ces causes a une certaine probabilité , qui change 
après que E ou F a été observé; or, eu supposant connue la chance 
que chacune des causes possibles donnerait, si elle était certaine, à 
l’arrivée de E ou de F, nous allons déterminer d'abord les probabilités de 
toutes ces causes après l’observation , et ensuite la probabilité de 
tout autre événement futur, dépendant des mêmes causes que E et F> 

(a8). Soit donc E un événement observé. On suppose que sou ar- 
rivée peut être attribuée à un nombre m de causes distinctes , que ces ni 
causes sont les seules possibles, qu'elles s’excluent mutuellement, et 
qu'avant l’observation, elles étaient toutes également probables. L’ar- 
rivée de E a rendu ces causes hypothétiques inégalement probables; il 
s'agit de déterminer la probabilité de chacune d'elles, résultante de 
l'observation; ce qu’on fera au moyen du théorème suivant. 

La probabilité de chacune descauses possibles d'un événement observé 
est égale à celle que cette cause donnerait à l’événement , si elle était cer- 
taine, divisée par la somme des probabilités de cet événement qui ré- 
sulteraient pareillement de toutes les causes auquel on peut l'attribuer. 
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Ainsi, appelons 

C| , C. , Cj, . . . C, , . . . C_ , 
les m causes possibles de l 'événement E; soient 
Pl > Pt I Pi î • • ’Pm > • • ’Pm , 

les probabilités connues de son arrivée, relatives à ces diverses causes ; 
de manière que p, exprime la probabilité de E qui aurait lieu si la 
cause C. était unique, ou, ce qui est la même chose, si elle était certaine, 
ce qui exclurait toutes les autres. Désignons ensuite par 

*®\ » » ^4 y • • • y • • • 5 

les probabilités inconnues de ces mêmes causes; en sorte que nr, soit 
la probabilité de la cause C„, ou, autrement dit, la probabilité que 
c’est à cette cause qu’est due l'arrivée de E. I) s’agira de prouver qu’on 
doit avoir 

^ Pjt 

" Pl+fl+^l + '-.+i’l+.-.+fn 

Or, quel que soit l’événement E, on peut l’assimiler, pour fixer les 
idées, à l’arrivée d'une boule blanche, extraite d'une urue qui conte- 
nait des houles de cette couleur et des boules noires. On supposera , 
pour cette assimilation, qu’il y avait un nombre m de semblables urnes 

A, , A, , A j ,. . .A,,. . .A„, 

dont la boule blanche a pu sortir, et telles que dans l’urne quelcon- 
que A, , le rapport du nombre de boules blanches au nombre total de 
boules, soit égal à la fraction p,. Chacune de ces urnes sur lesquelles la 
maiu a pu se porter an hasard pour en extraire la boule blanche, re- 
présente une des causes de son arrivée; l’urne A, répond à la cause C. ; 
et la question consiste à déterminer la probabilité que la boule blan- 
che est sortie de A.. 

Pour cela, supposons que l’on réduise les fractions p, , p t , p,, etc., 
au même dénominateur, et que l’on ait ensuite 
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H et les numérateurs etc. , étant des nombres entiers. On ne 

changera rien à la chance de tirer une boule blanche de l’urne A. , en 
y remplaçant les boules qu'elle contient , par un nombre a. de boules 
blanches etun nombre fi de boules, tant blanches que noires; et de même 
pour toutes les autres urnes. Le nombre total des boules étant actuelle- 
ment le même dans toutes ces urnes, il résulte du lemme du n° 10, que 
si on les réunit dans une même urne A, et que l’on donne le n* i à celles 
qui proviennent de A,, le n° a aux boules provenant de A„ etc., la pro- 
babilité ’sr, qu’une boule blanche extraite de l'ensemble de ces ur- 
nes A,, A,, Aj, etc., provient de A., est la même que la probabilité 
qu’une boule blanche sortie de A, portera le n* n; laquelle a pour va- 
leur le rapport de et, à la somme des m quantités a,', ct s , etc., puis- 
que cette somme est le nombre total des boules blanches qui seront 
contenues dans A, et que dans cette somme, il y en aura un nombre et, 
qui portera le n* n. On aura donc aussi 



*■.== 



•+■ a, -t* “s + • • • -4**« • + "m ’ 



quantité qui coïncide, en vertu des équations précédentes', avec 
l'expression de <s r, qu’il s'agissait de démontrer. 

(29). En calculant les probabilités de plusieurs événements succes- 
sifs, il faut non-seulement tenir compte de l’influence que peut avoir 
l’arrivée de l’un d’eux sur la chance de celui qui le suit (n° 9); mais on 
doit aussi quelquefois avoir égard , dans l'évaluation de cette chance , 
aux probabilités des diverses causes de l'événement précédent, ou des 
différentes manières dont il a pu avoir lieu. C’est ce qu’on verra, par 
exemple, dans le problème suivant. 

Je suppose qu’on ait un nombre m d’urnes A, B, C, D, etc., conte- 
nant des boules blanches et des boules noires, et que les chances d'ex- 
traire une boule blanche soient a , de l’urne A, b de B, c de C, etc. On 
tire au hasard une première boule de l’une de ces urnes, puis une se- 
conde boule de l’une des urnes d’où la première n’est pas sortie, puis 
une troisième de l’une des urnes d’où les deux premières ne sont pas 
sorties, etc., c’est-à-dire, qu’après chaque tirage, on supprime l’urne 
d’où la boule a été extraite. On demande la probabilité d’amener, de 
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cette manière, un nombre n de boules blanches, dans un pareil nom- 
bre de tirages; n étant moindre que m ou égal à m. 

Faisons, pour abréger, 

[a -4- b •+• c -h d -f- etc. = s, , 

ab + ac -f- ad -+- bc + bd + cd-\- etc. = s % , 

abc -j- abd + bcd -f- etc. = r, , 

abcd -f- etc. = x 4 , 

etc. ; 



de sorte que s, soit la somme des fractions a, b, c, d, etc., que s, re- 
présente La somme de leurs produits deux à deux dont le nombre est 

— - , que $i désigne la somme de leurs produits trois à trois dont 
le nombre est — -* etc. La probabilité d’amener une boule 

blanche au premier tarage, sera ^ s,. Si la boule blanche ou noire, 
extraite à ce tirage , est sortie de A, la probabilité d’amener une boule 
blanche au second tirage aura — (s, — a) pour valeur; cette pro- 

babilité sera [ (<, — b), si la première boule est sortie de B; elle 
sera - (a, — c), si la première boule a été extraite de C; et ainsi 

de suite. De là et des règles des n”' 9 et 10, on conclut 



«(/. — a) 
m — 1 



m — 1 ' m — 1 



+ etc., 



pour la probabilité complète de l’arrivée d'une houle blanche au se- 
cond tirage; a étant la probabilité que la boule extraite an premier 
est sortie de A, G la probabilité qu’elle est sortie de B, y quelle est 
sortie de C, etc. Or, ces probabilités a, G, y, etc., ne sont point égales 
entre elles (*) : d’après ce qu’on a vu dans le numéro précédent , on a 




(*) Faute d'avoir eu egard à cette circonstance, la solution de ce problème qui 
se trouve dans le n® 17 de mon mémoire sur la proportion des naissances des deux 
sexes, est inexacte, et j’eu ai déduit une fausse conséquence. 
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ou a aussi, identiquement, 

a ('s, — a) -f- b (s, — b) -h c( s, — c) etc. = a s t ; 

la probabilité d’amener une boule blanche au second tirage deviendra 
donc, — — — . De même, la probabilité d’amener une boule blanche 

(m — ij /, 

au troisième tirage sera (■£, — a — b), si les deux boules blanches 

ou noires, extraites dans les deux premiers tirages, sont sorties de A 

et B; cette probabilité sera (s, — « — c), si ces deux boules ont 

été extraites de A et C ; et ainsi de suite. Donc la probabilité d'amener 
une boule blanche au troisième tirage, aura pour valeur com- 
plète 

*('. — b — c) 



g(* , — a — *) 
f m — a 



h(i,—a — c) 
m — i 



-4- etc; 



g, h, k, etc., désignant les probabilités que les boules extraites dans 
les deux premiers tirages sont sorties de A et B, de A et C, de B et 
C, etc. ; lesquelles probabilités sont, d’après le numéro précédent, 

g== _, h=-, k=—, etc. ; 

et comme on a identiquement 

ab (j, — a — A) -f- ac (s, — a — c) -f- bc(s, — b — c) + etc. = 3 s,, 
la probabilité de l’arrivée d'une boule blanche au troisième tirage de- 
viendra ; — . 

(m — 3) J. 

On continuera sans difficulté ce raisonnement autant qn’on voudra. 
11 en résultera 



a*. 



B*. 



m ’ ( m — i ) i, ’ (m — a)#,’ * ' ’(»• — 

pour les probabilités d’amener des boules blanches à chacun des n pre- 
miers tirages; la probabilité demandée sera donc le produit de ces n 

• sjf 

•“ 



a 



’ 
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fractions (n* 5), qui se réduit à - s„ en faisant 

_ m (m — i ) (m — a )....( m — n -H ) \ 

** 1 .a.3. . .n » 

de sorte que p. soit le nombre des produits n h n des m lettres 
a, b, c, d, etc. , desquels s, est la somme. 

On vérifie cette valeur - s m , en observant que chacun de ces pro- 

duitsest la probabilité de tirer n boules blanches de n urnes détermi- 
nées, prises parmi A, B, C, D, etc., et que, par conséquent , la 
somme de tous ces produits divisée par leur nombre est la probabilité 
d’extraire n boules blanches de n de ces urnes, prises au hasard; la- 
quelle probabilité est évidemment la même que celle qu’il s’agissait 
d'obtenir. Dans le cas de asm, ona/t = i, et cette probabilité est 
s„ , ce qui résulte immédiatement de la règle du n» 5. 

(3o). Maintenant, soit E' un autre événement, différent de E, mais 
dépendant des mêmes causes que l'on a désignées par C„ C,, C 3 , etc. 
Représentons par 

les chances de E' relatives à ces diverses causes , de sorte que p', soit la 
probabilité donnée que E' arriverait si la cause C, était certaine; cette 
cause étant seulement probable, et sa probabilité ayant été représentée 
par <ar. , l’arrivée de E' en vertu de cette cause, sera un événement com- 
posé dont la chance aura pour expression le produit de ces deux proba- 
bilités (n* 5). De plus, la probabilité complète de E' sera la somme des 
chances relatives aux m manières différentes dont cet événement peut 
avoir lieu (n° io), c’est-à-dire, la somme des valeurs de p' m <w. qui se 
rapportent aux m causes possibles C,, C,, C,, etc., de E et de E'. En 
désignant par cette probabilité complète de E', nous aurons donc 

— p',<ar, -f- p'»'® - , -f- . . . -f -p' m 'B’.-f- • . • + p'm'&m > 
ou bien , en mettant pour etc. , leurs valeurs , 

i P,P< 4 - PtP. + •■ • + P.P. + ■■■ + PmP'm 

P, +P, + • • • +/'■ '+/>» 
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Telle est la formule qui sert à calculer la probabilité des événements 
futurs, d'après l’observation des événements passés. On parvient aussi 
à la même expression, sans l’intermédiaire des causes communes à E 
et E', en les considérant comme deux événements composés qui dé- 
pendent d’un même événement simple; les raisonnements qui nous y 
ont conduits, s’appliqueraient également à cette autre manière d’envi- 
sager la question; mais on peut, si l’on veut, la faire rentrer immé- 
diatement dans la précédente. 

En effet, si E et E' sont deux événements composés d’un même 
événement G, et que G soit susceptible de différentes chances 



g, ^ g., 



g. 



toutes également probables avant que l’événement E ait été observé, 
on pourra les considérer comme autant de causes distinctes de E et 
de E'; en prenant donc g. pour la cause que l’on a appelée précédem- 
ment C. , la probabilité de g. sera la valeur de <ar, que nous avons 
trouvée, c’est-à-dire que nr , sera la probabilité que la chance de G 
est égale à g m : l’expression précédente de <ar' sera ensuite la probabilité 
de l'arrivée de E’, résultante de m valeurs possibles de la chance de G. 
Dans cette formule, p, et p\ exprimeront les probabilités données des 
arrivées de E et E', si g. était certainement la chance de G. 

(5i). On ne doit pas confondre cette détermination de la pro- 
babilité de E', d’après l’observation de E, avec une influence quel- 
conque de l’arrivée des événements passes sur celle des événe- 
ments futurs, qu’il serait absurde de supposer. Si je suis sûr , par 
exemple, qu’une urne A renferme trois boules blanches et uue boule 
noire, il est certain pour moi que la chance de l’extraction d’une 
3 

boule blanche est par conséquent, si E' est la sortie de deux bou- 
les blanches tirées de A, en y remettant la première boule qui sera 
extraite , la chance dcE' sera le carré de ? ou ^,quel que soit l’événe- 
ment E que j’aurai pu observer; et en supposant que E soit la sortie 
d’un certain nombre de boules blanches, et d’un certain nombre de 
boules noires, extraites successivement de A et remises à chaque fois 
dans cette urne, je devrai toujours, sans avoir égard à la proportion 
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de ces deux nombres, parier ç) contre 7 pour l’arrivé de E'. Mais lors- 
que la chance del événement simple G ne m’est pas connue, et que je sais 
seulement quelle 11’est susceptible que de certaines valeurs, l’observa- 
tion de E me fait connaître la probabilité de chacune d’elles, d’où je 
conclus ensuite la probabilité de E'. Cette observation augmente ou di- 
minue la raison que j’avais de croire à l’arrivée de E', sans influer au- 
cunement sur cet événement futur, ou sur la chance qui lui est pro- 
pre ; de telle sorte que pour quelqu’un qui aurait observé un autre 
événement E, , dépendant du même événement simple G, la raison de 
croire à l’arrivée de E' pourrait être beaucoup plus forte ou beaucoup 
moindre que pour moi; ce qui ne changerait rien à la chance propre deE'. 

Relativement à ce cas de deux personnes, dont l’une a, observé un 
événement E, et l’autre un événement E,, composés tous les deux d’un 
même événement G, il ne faut pas oublier que si E, comprend E et 
quelque chose de plus, l’opinion de la seconde personne sur l’arrivée 
d’un nouvel événement E”, dépendant aussi de G, sera plus éclairée 
que celle de la première personne, et devra être adoptée préférablement 
( n" 1 ). En supposant que l’observation de E, ait conduit à une proba- 
bilité k de l’événement futur E', et celle de E à une probabilité h du 
même événement , la seconde personne, sera plus fondée à parier k 
contre 1 — A que la première h contre 1 — h, pour l’arrivce de E'; quelles 

que soient d’ailleurs les fractions h et k, plus grandes ou moindres que 

et la différence h — k, positive ou négative. 

( 5 a). Il est bon, avant d’aller plus loin, de donner quelques exemples 
simples de l’usage des expressions précédentes de «•, et <w', que nous 
mettrons d’abord sous la forme abrégée : 




__ . 

v. ’ 



la caractéristique 2 indiquant une somme qui s’étend aux m valeurs de 
l’indice n, depuis n= 1 jusqu’à n = m. 

On sait qu’une urne B renferme m boules. blanches ou noires; on eu 
a tiré une blanche ; et l’on demande la probabilité quelle contenait un 
nombre n de bonles de cette couleur. 

Nous pouvons faire sur les nombres de boules blanches que l’urne 
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contenait, m hypothèses différentes qui consistent à supposer succes- 
sivement qu’elle renfermait m houles blanches, m — 1 boules blanches 
et une noire, m — 2 boules blanches et deux noires,. . . une boule blan- 
che et m — 1 noires. Toutes ces hypothèses étant également possibles 
et s'excluant mutuellement, on peut les prendre pour les m causes C, , 
C., Cj, etc., de l’événement E, qui est ici l’extraction d’une boule 
blanche, sortie de B. Or, dansla supposition que parmi les m boules con- 
tenues dans B, il y avait n boules blanches, la probabilité de cette 
extraction serait le rapport de n à m, on a donc 



P-=m’ 



d’où l’on conclut 



et, par conséquent, 






«9. = 



2 n 

m(m-f-i)’ 



pour la probabilité que B contenait effectivement n boules blanches. 
Elle ne peut être j que quand on a m = n = 5 . En général , la pro- 
babilité que B ne contienne que des boules blanches, ou qu’on ait 

n=m, après qu’on en a vu sortir une boule de cette couleur, aura m ^ t 
pour valeur. 

Si E' est l’extraction d’une nouvelle boule blanche de B , sa proba- 
bilité sera différente, selon que la boule blanche déjà sortie aura 
été ou n’aura pas été remise dans cette urne. 

Dans le premier cas, on aura 

p' m = p.= l, Zp.p' m = £-.2n‘; 



mais on a, comme on sait, 



2 n ( n ~P — "»(m + 1) (m 4. a) # 

1.2 1 . 2.3 ' 1.2 ' 
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2m* = 32 



n(n + i) 



_ + ( am + ') 
1.3.3 ’ 



et, en conséquence. 



®-' = 



sm 4. i 



3m 

Dans le second cas, le nombre de boules blanches et le nombre total 
de boules que B renferme , étant diminués d’une unité à la seconde 
épreuve, on aura 

P'- = ^T=T7' *P-P'.= —Tj Zn(n - »); 

on aura toujours 

P' — 7k’ *P'~ î ( m + ')' 

et à cause de 

,. n(n — i) (m — i) m(m + i) 

* i.a — rxi * 



on en conclura 




La probabilité d’extraire une boule blanche d’une urne , d’où il est 
déjà sorti une boule de cette couleur que l’on n’y a pas remise , est 
donc indépendante du nombre m de boules blanches ou noires que 
l’urne renfermait, et toujours égaie à -j. La valeur de <ar' relative au 
premier cas se réduit aussi à cette fraction }, comme cela devait être, 
lorsque m est un nombre très grand et qu’on le considère comme 
infini. 

Sur un nombre quelconque m de boules blanches ou noires que B 
renfermait primitivement, si l’on savait qu’il en a été extrait m — i 

boules blanches , il y aurait la probabilité , que la boule restante 
est aussi blanche. On ne pourrait faire alors que deux hypothèses C, * 
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et C, , savoir : la supposition C, que les m boules étaient blanches, et 
la supposition C, qu’il y avait une seule boule noire. Dans la première 
hypothèse , la probabilité de l'événement observé est la certitude ; 
dans la seconde, cette probabilité, c’est-à-dire la chance d’extraire 
de B les m — 1 boules blanches est la même que celle d’y laisser la 
boule noire; et comme, à priori, la boule restante peut être égale- 
ment chacune des m boules contenues dans B, la probabilité que c'est la 

boule Doire a L pour valeur. On a donc 

p, = i, />. = -; 

d’où il résulte 



4T = P ' = m 
' P< +P% »*+• ’ 

pour la probabilité de la première hypothèse, ou, ce qui est la même 
chose , pour la probabilité que la boule restante dans l’urne soit blanche 
comme toutes celles qui en ont été extraites. Le cas de m = 1 n'est 
pas compris dans cette valeur de <isr,, non plus que dans la seconde des 
deux valeurs précédentes de <sr’. 

(33). Voici encore une application immédiate des formules précé- 
dentes, dans laquelle on ne connaît pas le nombre total de boules 
blanches ou noires que l’urne B renferme; on sait seulement, par 
exemple, que ce nombre ne peut pas excéder trois. L’événement 
observé E est la sortie de x boules blanches, dans une série de n ti- 
rages où l’on a remis à chaque fois dans B, la boule blanche ou noire 
qui en était sortie. Si x n’est ni zéro, ni égal à n, on ne pourra faire - 
sur les boules contenues dans B que trois hypothèses, savoir : l’hypo- 
thèse C, d’une boule blanche et d’une noire , C. de deux boules 
blanches et d’une noire, C s de deux boules noires et d’une blanche. 
Les probabilités de E qui répondent à ces trois causes distinctes, 
seront 

/>. = (i)* Ci) a = P* = (i)* 

ou , ce qui est la même chose , 

1 a' a*"* ' 

P‘ — P» — 3» t Pi — •}« » 

13.. 
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. 9 a 

en faisant pour abréger, 

3* -f- 2 * + * -f- a** - * = fi, 

on aura donc 




pour les probabilités de C, , C, , C,. En prenant ponr l’événement fu- 
tur E', l’extraction d’une nouvelle boule blanche, les probabilités 
de E' relatives à ces trois hypothèses seront 

P'< = i, P\ — f, p 1 s = i; 

par conséquent, sa probabilité complète tr' aura pour valeur 

— i-3*+ ^.a- "* 4- 

3' 4 2* + * 42’*-* 

Dans le cas de n = ax, on aura 
-ar, 

w' 

.La valeur de ts ' est z, comme cela devait être; caries boules blanches 
et noires étant sorties en même nombre de B, il n’y a pas de raison 
pour croire plutôt à l’arrivée d’une boule blanche qu’à celle d’une 
boule noire dans un nouveau tirage. Néanmoins, il faudra que g* 
surpasse le double de 8*, ou que x soit plus grand que cinq, pour 
que l’on puisse parier plus d’un contre un , que le nombre de boules 
blanches est le même que celui des boules noires dans B, ou que 
celte urne renferme une boule blanche et une boule noire. La proba- 
bilité ta-, de cette hypothèse diffère très peu de la certitude , lorsque a: 
est un très grand nombre. 

Si i est un nombre entier, et qn’on ait x s= ai et n — 3 i, il en ré- 
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, HnY + ; m 1 + i («sj 1 . 

(»7)‘ + (3a)‘4- ('6)‘ ’ 

quantité qui différera très peu de 5 , lorsque i sera très grand. En môme 
temps, la probabilité <sr, que B renferme deux boules blanches et une 
boule noire, différera aussi très peu de la certitude. 

Supposons encore que l’on ait n = 3.x. La valeur correspondante 
de n r' deviendra • 



_ ï(a7)'-Hî('6)'+î(3a)'. 

— (I7) x + (i6r+(3a)' ’ 

lorsque x sera très grand, elle se réduira à très peu près à -j , et la 
probabilité <Wj que B renfermera une boule blanche et deux boules 
noires, sera aussi à très peu près la certitude. 

Dans les trois cas où le nombre de tirages a été supposé très grand, 
on voit que la probabilité «r' de l’arrivée d’une nouvelle boule blan- 
che a eu pour valeur très approchée , le rapport du nombre des houles 
blanches sorties de B au nombre total des épreuves , et que , dans cha- 
que cas, ce rapport a aussi été, avec une probabilité très appro- 
chante de la certitude , celui du nombre de boules blanches au 
nombre total de boules contenues dans B, c’est-à-dire la chance propre 
de l’extraction d’une boule blauche de cette urne. On verra effective- 
ment, dans la suite, que quand un événement, d’une nature quelcon- 
que, a été observé un certain nombre de fois, dans un très grand 
nombre d’épreuves, le rapport du premier nombre au second est la 
valeur très probable et très approchée de la chance connue ou inconnue 
de cet événement. Dans l’exemple que nous considérons, cette chance 

ne pouvant être que il s'ensuit que les valeurs ^ = ^, = 

sont aussi les seules qu’on doive supposer, avec vraisemblance, quand 
x et n sont de très grands nombres. 

(34). Nous avons supposé, dans ce qui précède, qu'avant l'arrivée 
de E toutes les causes C,, C,, C», etc., auxquelles on peut attribuer 
cet événement étaient également possibles ; mais si l'on avait à priori 
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quelque raison de croire plutôt à l’existence de l’une dé ces causes qu’à 
celle d’une autre, il serait nécessaire d’avoir égard à cette inégalité des 
chances de C, , C, , C 3 , etc., antérieures à l'observation, dans l'éva- 
luation des probabilités que ces diverses causes ont acquises après 
l'arrivée de E. Cette nécessité est un point important de la théorie des 
probabilités, surtout dans la question relative aux jugements des 
tribunaux, ainsi qu'on l’a expliqué dans le préambule de cet ouvrage. 
La démonstration du n° 28 est d’ailleurs facile à étendre au cas général 
où les causes de E avaient, antérieurement à l’observation, des proba- 
bilités quelconques dont les valeurs sont données. 

En effet, comme dans ce numéro, remplaçons l’événément E par 
l’extraction d’une boule blanche qui a pu sortir de l'une des urnes A, , 
A,, A,, etc., et supposons d’abord que la sortie de chacune d’elles a 
été également possible pour toutes. La probabilité quelle est sortie de 



l’urne A. sera , 

s/>. 



en désignant toujours par p. le rapport du nombre 



de boules blanches an nombre total de boules contenues dam A., et 
étendant la somme 2 à toutes les urnes A,, A„ A„ etc. Pour d’autres ur- 
nes A»,, A»>r, etc., comprises parmi celles-là, cette probabilité sera de 

même — , , etc. ; d’après la règle du n* 10, la probabilité que la 



houle blanche est sortie de l’une des urnes A., A., , A.„ , etc., sera la 



somme 



/’• ■ P“ 1 P»" 

£j>. ^ Z/>, ^ Zf>. 



etc.. 



qui se réduira à l’une de ces fractions multipliée par leur nom- 
bre, lorsque les quantités p m , p.- , p ,., , etc., seront égales entre 
.elles. 

Cela étant, concevons que les urnes A, , A,, A,, etc., se composent 
d’un nombre a, d’urnes A, dans chacune desquelles p, soit le rapport 
de la quantité de boules blanches à celle des boules blanches ou noi- 
res, d'un nombre a, d'urnes A, dans lesquelles ce rapport soit p, . . . . 
et enfin d'un nombre a. d’urnes A, où ce même rapport soit p, ; de ma- 
nière que i exprime le nombre de ces groupes d’urnes semblables , et 
qu’en appelant s le nombre de toutes les urnes , nous ayons 

s = a, -f- a, -f- a, -f- .... -f- ai. 
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La somme Z/>. étendue à toutes les urnes pourra être remplacée par 
celle-ci la.p. qui s’étendra à tous le&,groupes, ou à toutes les valeurs 
de l’indice n , depuis n = 1 jusqu’à n= /. Si donc les urnes A. , A.- , 
A.., etc,, forment un des groupes et sont en nombre a , , la probabilité 
que la boule blanche extraite de l’une des s urnes , soit sortie de ce 



groupe, aura pour valeur le rapport , multiplié par a.; en sorte 
qu’en la désignant par <v m , nous aurons 



-nr. 



_ a ’P • 

ïa.p.’ 



Mais avant l’observation, la probabilité que la boule blanche ou 
noire qui serait extraite, sortirait de ce même groupe , était évidem- 
ment ; en la représentant par 7. , on aura donc 



7. — — , a, — sq. m , 

et si l’on substitue cette valeur de a, dans celle de *&,, et que l’on 
supprime le facteur s qui sera commun au numérateur et au dénomi- 
nateur, il en résultera 









Cela posé, les différents groupes d’urnes que nous venons de con- 
sidérer, représentent toutes les causes possibles C,, C,, C,, etc., de 
l’événement E, dont le nombre est i, et qui étaient inégalement pro- 
bables à priori. La fraction 7. exprime la probabilité, avant l’observa- 
tion, que l’événement qui arriverait serait du à la cause C. ; après 
l’observation , <ar, exprime, la probabilité que l’événement E qui a eu 
lieu , a été produit par cette même cause; et comme les causes C,, C„ 
(J,, etc., s’excluent mutuellement , 7. et <tr. sont les probabilités, anté- 
rieure et postérieure à l’observation, de l’existence de cette cause. 
L’expression de nsr, montre donc que la probabilité de chacune des 
causes possibles d’un événement observé, est égale au produit de la 
probabilité 7. de cette cause avant l’observation et de la probabilité p, 
qu’elle donnerait à cet événement, si elle était certaine, divisé par la 




• » 



gô RECHERCHES 

somme des produits semblables , qui se rapportent à toutes les 
causes auxquelles l'événement peut être attribué. 

La probabilité de l’événement futur E' qui dépend des mêmes 
causes que E, aura, comme plus haut, pour valeur, en em- 

ployant dans cette somme l’expression de <sr, que l’on vient de déter- 
miner; ce qui donne 

’ *</■/>■ 

Supposons que E' soit aussi observé après E. Soit E* un troisième évé- 
nement dépendant toujours des mêmes causes ; et désignons par p'„ la 
chance que la cause C., si elle était certaine, donnerait à l’arrivée fu- 
ture de E". La probabilité de cette cause était <ar. après l’observation de 
E et avant celle de E*; par la règle précédente, elle est devenue 

’• , après l’observation de E'; en mettant dans sa valeur celle 

de «■„, elle devient et en la multipliant par p"., on aura lapro- 

habilité de l’arrivée de E", en vertu de la cause C,. Par conséquent, si 
nous désignons par <ar’ la probabilité complète de cette arrivée, nous 
aurons 




expression qui se déduit aussi de celle de 'or , par la substitution de p' t 
au lieu de p', et de p.p à la place de p.. Et, en effet, relativement à 
la cause C., ce produit p,p' m est la chance de l’événement observé, 
c’est-à-dire, de la succession des événements E et E'. 

(35). Pour donner un exemple très simple de la règle précédente, 
qui pourra servir à en vérifier l’exactitude et la nécessité, je suppose 
que l’on trouve sur une table deux cartes dont les couleurs sont incon- 
nues , et qu’en en retournant une , on observe quelle est rouge. On 
ne pourra faire que deux hypothèses sur les couleurs de ces cartes : 
• quelles sont toutes deux rouges, ou que l’une est rouge et l’autre 
noire. Si l’on ignore absolument d’où ces cartes proviennent , ces 
deux causes hypothétiques de l’événement observé seront également 
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probables à priori ; et après l’observation , la probabilité de la pre- 
mière hypothèse aura | pour valeur, comme on l’a vu dans un des 

exemples du n° 5 a; en sorte que l’on pourrait parier deux contre un, 
que la carte non-retournée est rouge comme la carte retournée. Mais il 
n'en sera plus de même, si l’on sait, par exemple, que les deux caries 
ont été prises au hasard dans un jeu de piquet , composé de seize cartes 
rouges et d’autant de cartes noires. Avant l’observation, on aura (n* 18) 

16. i 5 ~ 16.16 

~ 3ïT3î’ — a * SïTSF’ 

pour les probabilités de la première et de la seconde hypothèse; on a, 
en même temps , 

P > = 1 > A = ïi 

d’ou l'on déduit 

mr = 9‘P' _ l 5 

1 P> + q,p, 3i’ 

pour la probabilité de la première hypothèse, après l'observation; de 
manière qu’au lieu de deux contre un , il y a, au contraire , moins de 
un contre un, et seulement i 5 contre 16 à parier que la carte incon- 
nue est rouge comme celle qui a été retournée. Cette valeur de •nr, sq 
vérifie immédiatement ; car il est évident que la question est la même 
que si, après avoir tiré une carte rouge du jeu entier, on demandait la 
probabilité de tirer encore une carte rouge des 5 i cartes restantes et 
qui n’en contiennent plus que i 5 de cette couleur. 

En général , si l’on a un tas de m cartes dont a rouges et b noires , 
que l'on y prenne au hasard un nombre n de cartes, et qu'en re- 
tournant un nombre n — 1 de celles-ci , ou en trouve n* rouges et 
b' noires, on obtiendra, par la règle précédente, 

a — et _ b — b' * 

m — n -f- 1 * *** m — n + > ' 

pour la probabilité tr, que la n Um ' carte est rouge, et pour la probabi- 

«3 
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lité 'or, quelle est noire. Cette valeur de mr, est aussi, comme cela de- 
vait être, la probabilité de tirer une carte rouge du tas primitif, réduit 
à m-n- f - 1 cartes, dont a — a rouges, par l’extraction de a' rouges 
et b' noires. La valeur de <nr, se vérifie de même; à cause de a-\-b—m 
et a! b‘ — n — j , on a d'ailleurs <sr, -f- «■, = i . 

(56). La conséquence générale de la règle du n° 54, est que si deux 
événements E et E' dépendent d’une même cause, la probabilité de 
l’événement futur E' ne résultera pas seulement de l’événement ob- 
servé E : on devra avoir égard dans son évaluation aux connaissances 
antérieures à l’observation que l’on pouvait avoir sur ce qui concerne 
la cause commune de E et E' ; de telle sorte que la probabilité de E' 
pourra être différente pour deux personnes qui auront observé le 
même événement E, mais qui avaient auparavant des données diffé- 
rentes sur la question. 

De même, dans les questions de doute ou de critique auxquelles 
s’applique aussi le calcul des probabilités (n° 5); lorsqu’il s’agira de 
savoir si un fait- attesté par un témoin est vrai ou faux, on devra tenir 
compte , non-seulement de la chance d’erreur du témoin, mais encore 
de nos connaissances antérieures à son témoignage. 

Ainsi, en représentant par p la probabilité que le témoin ne nous 
trompe pas, involontairement ou à dessein, et par q la probabilité de 
la vérité du fait avant qu’il fut attesté par le témoin, sa probabilité 
après le témoignage dépendra de p et q , et se déterminera de la ma- 
nière suivante. 

L’événement observé est ici l’attestation d’un fait qui n’est point 
incontestable. Dans la supposition qu’il est vrai, le témoin ne nous 
trompe pas, et p est, par conséquent, la probabilité de l’événement. Sa 
probabilité est i — p dans l’hypothèse que le fait est faux, puisqu’a- 
lors le témoin nous trompe. Avant le témoignage, q était la probabi- 
lité de la première hypothèse et i — q celle de la seconde. En appe- 
lant rla probabilité de la première hypothèse, ou de la vérité. du fait, 
après le témoignage qui l’atteste, on aura donc, par la règle du n° 54. 

tî . 

/’* + (*— P) (' — ?) 



•On tire de là 



4 
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r _ „ __ ?('-?) (V— » ) . 

; . 1 pq + ( »— p) ( t — q)' 

ce qui montre que la différence r — q est de même signe que p — 
d'où il résulte que le témoignage augmente ou diminue la probabilité 
de la vérité du fait , qui avait lieu auparavant , selon qu'on suppose 
p > j ou p < j : la différence est nulle et le témoignage ne change 
rien à la probabilité antérieure, dans le cas de />=!, où il y a un 
contre un à parier que le témoin dit ou ne Jit pas la vérité. Lorsque , 
à priori , on n’a aucune raison de croire plutôt à la vérité qu’à la faus- 
seté du fait que le témoin atteste, la probabilité q est il s'ensuit 
r=p-, et, dans ce cas, la probabilité que le fait est vrai, ne dépend 
plus qne de la véracité et des lumières du témoin. 

On ne peut pas supposer que l’une des deux quantités p et q soit l’u- 
nité et l’autre zéro; mais si p approche beaucoup de la certitude et que q 
approche encore plus de l’impossibilité, de manière que le rapport de q 
à i — p soit une très petite fraction, la probabilité r sera aussi très 
petite, et à peu près égale à ce rapport.. C’est le cas d’un fait contraire 
aux lois générales de la nature, et attesté par un témoin auquel on accor- 
derait, sans cette opposition, un grand degré dé confiance. Ces lois géné- 
rales sont pour nous le résultat de longues séries d’expériences; ce qui 
leur donne, sinon une certitude absolue, du moins une très forte proba- 
bilité, encore augmentée par l’harmonie qu’elles présentent, et qu’au- 
cun témoignage ne saurait balancer. Si donc le fait attesté est contraire 
à ces lois, la probabilité qu’il n’est point inexact sera à très peu près 
nulle avant le témoignage ; et en supposant même le témoin de bonne 
foi. il suffira qu'il ne soit point infaillible pour que sa chance d’er- 
reur i — p soit extrêmement grande par rapport à cette probahité an- 
térieure q, et que la probabilité r, après le témoignage, puisse encore, 
être considérée comme insensible. En pareil cas, il serait raisonua- 
ble de rejeter notre propre témoignage, et de penser que nous som- 
mes trompés par nos sens qui nous présenteraient comme vrai, quel- 
que chose de contraire aux lois de la nature. 

(37). Supposons que le fait dont nous venons de considérer la pro- 
babilité, soit aussi attesté par un second témoin; désignons par p' la 
probabilité que ce témoin uc nous trompe pas, et par r' la probabilité 
de la vérité du fait, résultante du double témoignage; en observant 
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que la probabilité de la vérité de ce fait était déjà r, indépendamment 
de la seconde attestation, on en conclura que l'expression de / doit se 
déduire de celle de r, par le changement de p et q , en p' et r; ce qui 
donne 

P — r‘ r 

p'r + ( I —]>)( I — r) ’ 

ou bien, en mettant pour r et 1 — r leurs valeurs , 

p = mL 

qpp' + (•—?)(' — p) ( « — p' y 

Si le second témoin atteste la fausseté du fait dont la- vérité a été 
affirmée par le premier, on remarquera qu’indépendamment du se- 
cond témoignage, la probabilité que le fait est faux avait déjà i — r 
pour valeur, en désignant donc par r, la probabilité de la fausseté du 
fait, résultante des deux attestations contraires, l'expression de r, 
devra se déduire de celle de r du numéro précédent, par le change- 
ment de p et q, en p' et i — r, et de cette manière, on aura 

r — /(■—>•) 

P' (i — r ) r(i — p')’ 

ou, ce qui est la même chose, 

r — p'( ■-/>)( 1—9) 

P \ 1 —P) (« — ?) -H »'(> —p'ï 

Dans le cas de p=zp', cette valeur de r, se réduit à i — q ; et, en 
effet, les deux témoignages contraires et de même poids se détruisent, 
et la probabilité de la fausseté du fait doit demeurer la même qu’au- 
paravant. 

On déterminera de même, sans difficulté, la probabilité qu’un fait 
est vrai ou faux, lorsqu'il est attesté par des témoins et nié, par d'au- 
tres, en nombre quelconque. Si le fait est attesté par tous les témoins 
à la fois, l’expression de la probabilité qu’il est vrai prendra la forme 
suivante. 

Soit toujours, antérieurement à tous les témoignages, q la proba- 
bilité que le fait est vrai; désignons por^, ce que devient cette proba- 
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bililé après que ie fait a été attesté par un nombre quelconque x de 
témoins;^,.., scra cette même probabilité, quand le fait est attesté 
seulement par un nombre x — 1 de témoins; et si l’on représente par 
P »vec un nombre x — : d’accents, c’est-à-dire par p** - ’ 5 , la proba- 
bilité que le témoin qui n’est pas compris dans ceux-ci , ne nous 
trompe pas, lorsqu’il atteste aussi la vérité du fait, l'expression de_y» 
se déduira de celle de r du numéro précédent, en y mettant et 
y*—, au lieu de p et q, de sorte que l’on aura 



J* „(*- 



n('-0' 






■+• ( ' — /' C * '>)(!— Xr-,Y 



La valeur dej. sera la probabilité primitive q-, et si l’on fait successi- 
vement x= i, =a, =3, etc., on déduira de cette formule 



PI 



y; fj ^ 

+ (• — />)(,— ?)’ • 7 ,— y'r. -t-c —p) (v — .r.)' clc ' ’ 



lüb. 



d'où l'on conclura la valeur d e jr, par l'élimination def, , celle de y 
par l’élimination de jr„ et ainsi de suite. Mais, si l’on fait, pour 
abréger, 



— r/'-U 



» — /> 



J*- 0 



•r.» 



lcqfltlion précédente, aux différences finies du premier ordre, se 
changera en celle-ci : 



r — 

X— y 

dont l'intégrale complète est 

C 

en désignant par c la constance arbitraire. En mettant^ — i au lieu de 
x dans cette expression de y, , on en déduit effectivement 

* ’ ' c - » 
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«■+( ■— 

et ces valeurs jointes à celle dey, rendent identique l'équation donnée. 
On déterminera la constante c au moyen d’une valeur particulière 
dey,, et, si l’on veut, au moyen de celle qui répond à x = o; en 
prenant alors l’unité pour le produit p,p,r . .p, , de x facteur, il en 
résultera y, = </ =c; et, pour un nombre quelconque x de témoins, 
nous aurons ensuite 



J» 



?+('—?) hM* 



Relativement au témoin qui répond à l’indice quelconque i, la 
quantité fi est le rapport de la probabilité qu’il nous trompe à la pro- 
babilité qu’il ne nous trompe pas, de sorte qu’ou a p,>i ou p,<i, selon 
que la première probabilité est supérieure ou inférieure à la seconde 
et p, = 1 quand elles sont égales. Si le nombre des témoins est très 
grand et considéré comme infini, et que p ; surpasse l'unité pour tous les 
témoins, la probabilité/, de la vérité du fait qu'ils attestent sera zéro à 
une exception près; et au contraire, dans ce cas de x infini, cette 
probabilité sera l’unité ou- la certitude, aussi à une exception près, 
lorsque p, sera moindre que l’unité pour tous les témoins. L’exception 
aura lieu, quand les quantités p, , p,, p 3 , etc., décroîtront ou croî- 
tront continuellement, mais en s'approchant iudéfiuiment ddW'u- 
iifté. Prenons, par exemple, pour leur terme général, 

, _ . 4g~ 

“ “ (ai — i)’* 1 ’ 



nt désignant le rapport de la circonférence au diamètre, et g une cons- 
tante donnée qui ne surpassera pas l’unité , afin qu'aucune des quan- 
tités p, , p,, f 3 , etc., ne soit négative. Par une formule connue, leur 
produit sera égal à cosg; ori aura donc 

y — 1 • 

» ? + (,— Ÿ)cnsg’ 

X ' • 

quantité qui différera beaucoup de l’unitc, quand g différera de 
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même de - w. Si l’on fait g— h — ■ , la nouvelle constante h pourra 

être plus petite ou plus grande que l’unité. En désignant par e la hase 
des logarithmes népériens, il en résultera 

a? 

• r “ — iy + (i— q) (e‘ + <r-*)’ 

et si h ne surpasse pas l’unité, ou seulement si h n'est pas un très grand 
nombre , cette probabilité^ ne sera pas très petite. Toutefois, il sera 
facile de s'assurer que la première valeur du jr K , sera toujours supé- 
rieure à la probabilité q antérieure aux témoignages, et la seconde 
toujours inférieure. 

Ces formules supposent que tous les témoignages soient directs ; 
nous examinerons tout à l’heure le cas ou un seul est direct, et tous 
les autres sont traditionnels. 

(58). Quand un témoin ne se borne point a dire qu’une chose 
soit vraie ou fausse, mais qu’il atteste l’arrivée d un événement, dans 
un cas où il y en avait plusieurs qui fussent possibles; l'événement 
qu’il peut annoncer, quand il se trompe ou qu’il veut tromper, n’est 
point unique, et doit être seulement un de ceux qui n'ont point eu ou 
qu'il ne croit point avoir eu lieu; or, cette circonstance influe, 
comme on va le voir, sur la probabilité de l’événement apres le témoi- 
gnage, indépendamment de celle qu’il avait auparavant. 

Je suppose, pour fixer les idées, qu’une urne A renferme un nom- 
bre fi de boules , dont a, portent le n° i , a, le n° a, ... . a m le n* m , de 
sorte qu’on ait 

H = a,-\- a,+ a, . . . a„, 

et que m soit le nombre de numéros différents que cette urne ren- 
ferme; si une boule en est sortie, on pourra aussi faire m hypothèses 
différentes C, , C., C,,...C„, sur le numéro de cette boule; leurs 
probabilités avant aucun témoignage, étant désignées par q„ q„ q,,... 
7 „, on aura 
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et si un témoin annonce que la boule sortie de A porte le n° «, les pro- 
babilités de ces hypothèses prendront les valeurs <sr,, , ®-,, . 

qu’il s’agira de déterminer par la règle du n” 54. Ici l'événement ob- 
servé sera l’annonce, par le témoin, de la sortie du n' n; chacune des hy- 
pothèses donnera une certaine probabilité à cet événement, dont il 
faudra d’abord former l’expression ; on représentera par p„ p„ p„ .. .p m , 
ses probabilités résultantes des m hypothèses; et d’après ces diverses 
notations, C M q n '&,,p l , répondront à la sortie d’un numéro quelcon- 
que t, et, en particulier, C., ®-,, p,, à la sortie du n'n annoncé 

par le témoin. 

Je désigne par u la probabilité que ce témoin ne se trompe pas, et 
par v la probabilité qu’il ne veut pas tromper ; 1 — u sera la probabi- 
lité qu’il se trompe, et 1 — v qu’il veut tromper. Dans la n""' hypothèse, 
c'est-à-dire, dans la supposition que n est réellement le numéro extrait 
de A, le témoin annoncera la sortie de ce numéro, s’il ne trompe pas 
et s’il ne veut pas tromper, combinaison dont la probabilité est uv par 
la règle du n‘ 5 . S’il se trompe, il croira que la boule sortie de A porte 
un numéro quelconque n' différent de n\ et en même temps, s’il veut 
tromper, il annoncera un numéro différent de n', ou pris parmi les 
m — 1 autres numéros ; la chance qui en résultera pour le n* n' 



d’être précisément celui que le témoin annoncera , sera donc — 1 — , 

en admettant, toutefois, que le témoin n’ait aucune prédilection pour 
un numéro plutôt que pour un autre; par conséquent, d’après la règle 
citée, la probabilité que ce numéro sera annoncé par un témoin qui se 
trompe et qui veut tromper, aura pour valeur le produit des trois frac- 
tions 1 — u, 1 — v, m — ■ ■ . Soit que le témoin se trompe et ne veuille 

pas tromper, soit qu’il ne se trompe pas et veuille tromper, le témoin 
n’annoncera pas la sortie du n°n; car, dans le premier cas, il voudra 
annoncer le numéro qu’il croira sorti et qui ne sera pas le n“ n, et, 
dans le second, il saura que ce numéro est sorti et ne vondra pas 
l'annoncer. De toute cette discussion et d’après la règle du n“ 10, on 
conclut 




( 1 — u) ( ■ — y) 
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pour la probabilité complète que l'hypothèse C., si elle était certaine, 
donnerait à l’événement observé. 

Dans l’hypotbèse C,, correspondante à la sortie d’un n" i dif- 
férent de n, le témoin n’annoncera pas le n* n, s’il ne se trompe pas 
et ne veut pas tromper. S’il ne se trompe pas et qu’il veuille trom- 
per, il saura que le n* i est sorti, mais il annoncera la sortie de 
l’un des m — i autres numéros; et la chance pour que ce soit 

le 11“ n, sera ; d’où il résulte pour la probabilité 

que ce n“ n sera effectivement annoncé par le témoin. S’il se trompe 
et qu’il ne veuille pas tromper , cette probabilité sera égale à 

* ! car le témoin pourra croire que le numéro sorti est un 

des m — i numéros différents de i; il annoncera celui qu’il croira sorti; 
et m ■ sera la chance pour que n soit ce numéro. Enfin , si le té- 
moin se trompe et qu’il veuille tromper, il faudra d’abord qu’il croie 
sorti de A , un desm — i numéros différents de celui qu’il annonce; 

m '_2 ■ sera donc la probabilité qu’il croira sorti un numéro déter- 
miné n'; cette fraction exprimera aussi la probabilité qu’il annoncera 
le n ° n, parmi les m — i numéros différents de n ; on aura donc 

— — - pour la probabilité que le témoin croira sorti le n c ri et qu’il 
annoncera la sortie de n. La chance qui en résultera pour ce n“ n 
d’être annoncé sera, par conséquent, la fraction t y multipliée 

par le nombre des numéros tels que ri , que le témoin a pu croire 
sortis de A; lequel nombre est seulement m — a, puisque le 
témoin qui se trompe et qui veut tromper, ne peut croire sorti 
ni le n° i qui l’est réellement , ni le n* n qu’il annonce. D’un autre 
côté, la probabilité de cette double erreur est le produit ( i — u ) 
(i — v); la probabilité que le n° n sera effectivement annoncé par 
ce témoin, aura donc pour valeur le produit (i — u) (i — v) 

multiplié par la chance ^ Je réunis les probabilités de cette 

annonce dans les trois cas distincts où elle peut avoir lieu; il en 
résulte 
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_ u(l v) , r( I — u) 

P' m — i ' m — i 



. (” ~ a ) ( 1 ~ «) ('■ 
(ro— i )■ 



■o) 



pour la probabilité complète de l’événement observé, dans une des 
m — i hypothèses contraires à la vérité de cet événement. Cette 
valeur de p, est d’ailleurs liée à celle de p, par l'équation 

p. + {m— i)/»,= i, 

résultante de ce que la somme des probabilités que le témoin annon- 
cera la sortie du n" n, correspondante aux m hypothèses C,, C„ Cj, .... 
C „ , doit être égale à l’unité. 

Maintenant , par la règle du n* 34 , nous aurons 



_ q.p. 
q.p.+zqp-’ 



_ ? pi 



l-P» H- ï q,p, ’ 



les sommes 2 s’étendant à toutes les valeurs de l’indice i, depuis i — î 
jusqu’à » = m, excepté i = n. Et comme la quantité p, est indépen- 
dante de i, et que la somme des valeurs de q,, moins celle qui répond 

- à i = n, est l’expression de tsr, deviendra 

r(m— i) uv -f(i — u) (i -» v)] (m— i)o« 

après qu’on y aura substitué les valeurs de p., q„ p„ q„'e t multiplié son 
numérateur et son dénominateur par ( u(m — x)*. Ce sera donc la pro- 
babilité que le numéro n annoncé par le témoin est réellement sorti 
de A ; la probabilité qu’il ne l’est pas aura i — er. pour valeur ; et , en 
particulier, celle de la sortie d’un tout autre numéro déterminé i se 
déduira de l'expression de i — <w\,, en la multipliant par le rapport 
* de q, p, à 2 q t p„ ou de a, à p. — fl.; en sorte que l'on aura 

_ (■ — w.H 



. On doit remarquer que pour obtenir ces résultats, nous avons admis 
que quand le témoin se trompe ou qu’il veut tromper, le numéro 
qu’il annonce est déterminé par le hasard seulement, et non par quel- 
que cause particulière. Il n’en serait pas de même, lorsqu'il veut 
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tromper, s’il avait une raison quelconque pour faire croire à l’arrivée 
.d'un numéro plutôt qu’à celle d’un autre, ni quand il se trompe, 
si son erreur était produite, par exemple, par la ressemblance du 
numéro qu’il croit sorti et qu’il annonce, avec le numéro réellement 
extrait de A. Ces circonstances difficiles à apprécier et dont nous avons 
fait abstraction pourraient influer beaucoup sur la probabilité de la 
sortie du numéro annoncé par le témoin. 

Au lieu de boules portant un nombre m de numéros différents, 
l'umc A pourrait contenir des boules d’un pareil nombre de couleurs 
diverses. Si elle renferme seulement des boules blanches et des boules 
noires, les premières en nombre a et les secondes en nombre p — a, 
et que la sortie d’une boule blanche soit annoncée par le témoin , on 
fera m = a et a, = a, dans l’expression de nr m ; en désignant par r, 
ce quelle devient alors, on aura 

[i/y -Ml — u) (■ — v)]a 

*• ' [uy+(l — u) (l —.')]</ + [( l —y) u + 1,1— l/)y]>— a) ’ 

pour la probabilité qu’il est effectivement sorti une boule blanche * 

de A. 

On peut assimiler à ce cas particulier, celui d’un fait vrai ou faux , 
attesté par un témoin : on prendra pour ce fait l’extraction de la boule 
blanche; r sera la probabilité qu’il est vrai; et son expression devra 
coïncider avec celle du n° 36. Nous aurons d'abord 

p = uv + (i — «)(i — v), 

pour la probabilité que le témoin ne nous trompe pas ; car cela peut 
avoir lieu parce qu’il ne se trompe pas et ne veut pas tromper, ou bien 
aussi parce qu’il se trompe et veut tromper , c est-à-dire parce que entre 
les deux seules choses possibles , l’extraction d’une boule blanche et *. 

celle d’une boule noire , représentant la vérité et la fausseté du fait 
attesté, le témoin croit le contraire de ce qui est, ou dit le contraire 
de ce qu’il croit. La probabilité qu'il nous trompe sera , en même 
temps , 

î — p = (i — v)u -+- (i — u)v-, 

ce qui se déduit de la valeur de p, ou s’obtient directement eo obser- 
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vant que le témoin peut nous tromper, soit qu'il ne se trompe pas 
et veuille tromper, soit qu’il se trompe et ne veuille pas tromper. On, 
aura encore 




pour les probabilités avant le témoignage , de la vérité et de la faus- 
seté du fait que le témoin atteste. Ces diverses valeurs rendent, en 
effet, l’expression de r du n° 36 identique avec celle que l’on vient 
d’écrire. 

Quand l’urne A ne renferme qu’une seule boule portant chaque nu- 
méro, depuis le n’ i jusqu’au n° m, on a a. = 1 et /ta = m; ce qui 
simplifie beaucoup l’expression générale de'zsr,, et la réduit à 



®-„ = uv -f- 



(i — u) (i — v) 
m — < 



Cette probabilité que le n”/* annoncé par le témoin est réellement 
sorti de l’urne A , ne diffère pas , dans ce cas , de celle qui a été désignée 
plus haut par p,, c'est-à-dire de la probabilité que le témoin annon- 
cera le n* n , dans la supposition de la sortie de ce numéro. Elle di- 
minue à mesure que le nombre m des numéros contenus dans l’urne 
devient plus grand, et serait égale à la probabilité que le témoin ne 
se trompe ni ne veut tromper, si ce nombre pouvait devenir infini. 

(39). 11 resterait à considérer le cas général où il existe plusieurs 
témoins dont les uns ont une connaissance directe du fait qu’ils attes- 
tent, etlesautres le connaissent seulement par tradition; mais pour ne 
pas donner une trop grande étendue à cette digression sur la proba- 
bilité des témoignages, nous nous bornerons à résoudre une question 
particulière de cette espèce. 

Nous appellerons T, T,, T,,... T«_ lt T,, les témoins dont le 
nombre sera x + 1. Comme dans le problème précédent, une boule 
a été extraite de l’urne A, son uuméro est à la connaissance directe 
de T , chacun des autres témoins tient de celui qui le précède que 
cette boule portait le n" n ; en sorte que ce fait est transmis du premier 
témoin T au dernier T,, et de celui-ci à nous, par une chaîne tra- 
ditionnelle, non interrompue. Le témoin T, étant doue le seul que 
nous ayons entendu, l’événement observé, dans cette question, est 
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l’attestation, par ce témoin, qu’il tient de T,_, que le n°«est sorti de A; 
et il s’agit de déterminer la probabilité que ce numéro soit effective- 
ment celui qui a été extrait de cette urne. 

Soient jr, la probabilité de l’événement observé, dans l'hypothèse C. 
de la sortie du n"n de A, ety„ dans l'hypothèse C, de l’extraction d’un 
autre n° i. En désignant toujours par a, et n x les nombres de boules 
n* n et n* i contenus dans A , et par p le nombre total de boules que 

cette urne renferme, la fraction — sera, à priori , la chance de la sor- 



tie du n* n, et ^ celle de la sortie du n* i. Par la règle du n* 34 , nous 



V.: 



a. y. 



a. J-s + y . 



pour la probabilité de l’hypothèse C.; la somme 2 s’étendant à tous les 
indices i,depuis<= i jusqu’à i= m, excepté i=n. On verra tout 
à l’heure que l’expression dey, est indépendante de i ; et la somme des 
valeurs de a,, excepté n. , étant p — a,, cette valeur de <nr» est la même 
chose que 









a.y,+<r —‘ oJrY 



On en déduira la probabilité «r, de toute autre hypothèse Q, en mul- 
tipliant i — 'sr. par le rapport de a t a p — a,. 

Le problème se réduit donc à la détermination des inconnues j'» 
et y', en fonctions de x. Pour cela, je représente par A, la probabilité 
que le témoin T, ne nous trompe pas, de sorte que i — k, soit la 
probabilité qu’il nous trompe, involontairement ou à dessein. Le té- 
moin T, annoncera la sortie du n* n de A , s’il ne nous trompe pas et 
que T,_, ait aussi annoncé l’extraction de ce n”; combinaison dont la 
probabilité cstle produit dans l’hypothèse C„, en observant que 

exprime à l’égard de T,_, , ce que ^représente relativement 
à T,. 11 pourra encore annoncer la sortie du il* n, s’il nous trompe , et 
qu’en même temps T,_, ait annoncé celle d’un autre numéro; dans 
l’hypothèse C s , la probabilité de cette combinaison est le produit 
(i — A x )(i— y,_,); mais la chance que/* sera le numéro qu’annoncera T, 






.r ». 
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parmi les m — i numéros qu’il ne croit pas annoncés par T,_, , étant 
seulement — - — , cette considération réduira à la pro- 

habilité de l’annonce dn n* n. Enfin, le témoin T, n'annoncera 
pas la sortie de ce numéro, soit quand il nous trompera et que T„_, 
l’aura annoncé, soit quand il ne nous trompera pas et que T,., aura 
annoncé la sortie d’un autre numéro. Nous aurons donc 



/.= *x/r_. + 



(i — *,) (i— y,-,) 



pour la probabilité complète de l’événement observé, dans l’hypothèse 
C„. On trouvera de même 






(■ — *»)(» —y,-,) 



pour cette probabilité dans toute autre hypothèse C, ; en sorte que les 
deux inconnues/, et/', dépendront d’une même équation aux diffé- 
rences finies du premier ordre, et ne différeront l’une de l’autre que 
par la constante arbitraire. 

En considérant/, et désignant cette constante par c, l’intégrale 
complète de l’équation donnée sera 







c{mk, — I ) (m/-, — i) — i) (m l,— j) _ 

(m — i}* ’ 



car en y mettant x — i au lieu de x, on en déduit 



>_ . c(mk, — 1) (m*. — i — i) 

J*—' m ' (m — t )* -1 ' 

_ m — i c{mi, — î) (m*. — i) — i) 

~ y m (m _ » 



et ces valeurs jointes à celle de /, rendent identique l’équation donnée. 
Pour déterminer la constante c, je fais x = o dans l’intégrale , et 
j’observe que la probabilité /, qui se rapporte au témoin direct T, 
doit être celle que l’on a désignée par p. dans le numéro précédent. 
En prenant, dans ce cas de x = o, l’unité pour le produit des fac- 
teurs que l’intégrale renferme, on aura donc 
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/>. = -!■ + c, c = 2^. 

' m ’ m 

Pour une valeur quelconque de x , on aura donc ensuite 

I‘ = 4 [i + (mp.— 0 X L 

où loua fait, pour abréger, 

(mi , — i)(mi , — i)....(mi t — 0 _ v 

(m— i)- — 

En observant que la probabilité y m relative au témoin direct T, dans 
une hypothèse quelconque C, différente de C. , doit aussi être celle que 
l'on a exprimée par p, dans le numéro précédent, nous aurons de 
même 

/.= £ [«+(*»* -O*]; 

quantité indépendante de », puisque p, ne dépend pas de ce nombre. 
Je substitue ces valeurs dans celle de <ar,; il en résulte 

[■ ■+■ <)XK 

[i + (»»/>•— i)Xjà„ [i +(mpi— l)X](^t — o„)’ 

pour la probabilité que le n° « annoncé par Je dernier témoin T, est 
réellement sorti de l’urne A ; ce qu’il s’agissait de déterminer. 

Le produit représenté par X peut être remplacé par celui-ci : 



X = /», /i, h 3 . . . h m , 



en faisant , pour abréger , 



*-■ 






K. 



Le nombre m étant toujours plus grand que un, et k x désignaul une 
fraction positive qui ne peut pas surpasser l’unité, il s’ensuit que cha- 
cun des facteurs de X pourra être positif ou négatif, sans sortir jamais 
des limites =fc ■ . Lorsque le nombre x des facteurs sera très grand , ce 
produit sera insensible , et tout-à-fait nul , si ce nombre était infini , en 
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exceptant toutefois les cas particuliers où les facteurs h , , h t , h t , etc.» 
formeront une se'rie de fractions continuellement convergentes vers 
l’unité. Cela étant, si l’on néglige dans l'expression de >ar, , les 

ternies qui contiennent X, elle se réduira à d’où il résulte qu’en 

général» la probabilité d’un événement qui nous est transmis par une 
chaîne traditionnelle d’un très grand nombre de témoins, ne diffère 
pas sensiblement de la chance propre de cet événement, ou indépen- 
dante du témoignage ; tandis que l’attestation d’un grand nombre de 
témoins directs d’un événement rend sa probabilité très approchante 
de la certitude , lorsqu’il y a pour chacun de ces témoins plus d’un 
contre un à parier qu’il ne nous trompe pas (n* 57). 

Dans le cas particulier où l’urne A ne contient qu’une seule boule 
de chaque numéro , et où l’on a, en conséquence, a. — 1 et p — m, 
la valeur de «a-, se réduit à 

*■»= ^[' +( m P — OX], 

* 

en vertu de l’équation du numéro précédent 

i)p,~ 1. 

Cette probabilité coïncide donc alors avec*/», c’est-à-dire, avec la 
probabilité de l'annonce du n° « par le témoin T», dans l’hypothèse C« 
que ce numéro est réellement celui qui a été extrait de A. Mais on ne 
pouvait pas, comme dans la solution que Laplace a donnée de ce pro- 
blème (*), prendre à priori l’une pour l’autre , ces deux probabilités 
y. et <w. , qui ne sont d'ailleurs identiques que quand le rapport de 
p — a. à a» est égal à celui de m — 1 à l’unité. 

( 4 o). On peut, si l’on veut, exprimer chacune des quantités k, , k,, 
Aj, etc., au moyen du nombre m et des probabilités que lé témoin 
auquel elle se rapporte, ne se trompe pas et ne veut pas tromper. 
J'appellerai u„ la probabilité que le témoin quelconque T», appartenant 
à la chaîne traditionnelle , ne s’est pas trompé , et v,. la probabilité 



(*) Théorie analytique des probabilités ; page 4^7. 
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qu'il n'a pas voulu tromper. Si ces deux circonstances ont concouru 
le témoin n aura pas trompe; il aura pu aussi ne pas tromper, s’il s’est 

Irompé et qu’il ait voulu tromper; mais dans ce second cas, est 

la chance qu’il aura annoncé le n- n, parmi les m — . numéTos qu’il 
ne croyait pas sortis de A; etccs deux cas étant les seuls où il n’aura 
pas trompé, en annonçant ce numéro, la valeur complète de k'„ sera 

K = . 

771 — 1 

pour ar' = o, elle coïncide avec la valeur de p.da numéro précédent 
en prenant u, et u, pour les quantités u et vque celle-ci renferme, 
ette quantité est la probabilité qu’on doit attacher au témoignage 
. ,° U ,a va,eai ;' de ce témoignage, considéré en lui-même, c’est- 

a-dire, la raison qu on a de croire à la sortie d’un n* n, d’nne urne A 
qui peut contenir un nombre m d’espèces de numéros différents, lors^ 
que I on sait seulement que cette sortie est attestée par un témoin T , 
pour lequel u„ et sont les probabilités qu’il ne se trompe pas e*t 
qui ne veut pas tromper. Si l’on est certain que T., se trompe et 
veut tromper, on aura «., = 0 et «V=0, et la probabilité k„ qVe le 
n n est sorti, résultante de son témoignage, sera néanmoins égale à 

m‘_ , • Ce sera la certitude, dans le cas de m = a ; et, en effet, le té- 
moin annonçant celui des deux numéros qu’il ne croit pas sorti, et 
croyant sorti le numéro qui ne l’est pas, se trouvera avoir annoncé né- 
cessairement la vérité. Dans le cas de m = 5 , il y aura un contre un à 
P»r.er pour la sortie de celui des trois numéros que le témoin aura an- 
nonce; ce quon vérifiera aisément par l’énumération de toutes les 
combinaisons possibles; et l’on vérifiera de même la valeur — I_ de •’ 
,1a probabilité k„ relatives un nombre quelconque m ” ' 

On ne doit pas confondre le cas d’un témoin qui se trompe et veut 
certamemcnt tromper, avec celui où la chaîne traditionnelle est in- 
errompue, de manière que le témoin T„_, qui précède T., n’existe pas. 

! CerU ' n 2 Ualors ,e T„ veut tromper, puisqu’il supiSL 

existence de T.,_, ; on a donc v x/ = 0 } mais la probabilité que T^ne 

i 5 
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se trompe pas, n’est point nnlle : ce témoin n’ayant, dans ce cas, au- 
cune notion sur l’événement arrivé, la prubabilité qu’il annonce le 

•rj»méro réellement sorti, est^; par la même raison, c’est aussi la 
voleur de son témoignage; et en effet, si l’on fait ^ et 

•«*,, = o, dans la formule précédente , il vient k„ = Cette valeur de 
k,, rend nul le facteur h„ de X, et réduit, par conséquent, la proba- 
bilité <ar. de la sortie du n* n à c’est-à-dire, à la chance propro de 

cet événement, comme cela doit être évidemment. 

( 40 - Au moyen de la règle relative à la probabilité des causes, 
nous pouvons actuellement compléter ce qui a été dit à la fin du n® 7, 
sur la tendance de notre esprit à 11e pas douter que certains événements 
n'aient une cause spéciale, indépendante du hasard. 

Lorsque uousavons observé un événement qui avait enlui-mémeune 
très faible probabilité ; s’il présente quelque symétrie, ou quelque autre 
chose de remarquable, nous sommes naturellement portés à penser 
qu'il n'est pas l’effet du hasard, ou plus généralement de la cause unique 
qui lui donnerait cette faible chance, mais qu’il est dû à une cause 
plus puissante, telle que la volonté de quelqu’un qui aurait eu un but 
particulier en le produisant. Si , par exemple, nous trouvons sur une 
table, en caractères d'imprimerie, les 26 lettres de l’alphabet, rangées 
dans l’ordre naturel a, b, Cj . . . . x, y, i, nous ne faisons aucun doute 
que quelqu’un ne les ait ainsi disposées par un acte de sa volonté ; ce- 
pendant cet arrangement n’est pas en lui-même plus improbable que 
tout autre qui ne nous présenterai t rien de remarquable, et que pou r cette 
raison nous n’hésiterions pas à attribuer au seul hasard. Si ces 26 let- 
. tjçs devaient être tirées successivement et au hasard, d'une urne où 
elles seraient renfermées, il y aurait la même chance qu’ellesarriveraient 
dans l'ordre naturel, ou dans un ordre déterminé d’avance, comme 
celui-ci b, p, w,.. . y, a, t, que je choisis arbitrairement : cette chance 
•serait aussi petite, mais pas moindre, pour le premier arrangement 
que pour le second. De meme, si une urne renferme, en nombres 
égaux , des boules blanches et des boules noires, et qu’on en doive 
extraire successivement 3 o boules, en y remettant à chaque fois la 
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boule extraite, la probabilité que ces 5o boules seront blanches , aura 
pour valeur la 3o' puissance de c’est-à-dire, à peu près l’unité divi- 
sée par un milliard. Mais la probabilité de la sortie de 3o boules, les 
unes blanches et les autres noires, dans tel ordre et dans telle propor- 
tion que l’on voudra assigner d’avance, ne sera ni plus grande ni plus 
petite que celle de l'extraction de 5o boules blanches; et il y aura éga- 
lement environ un milliard à parier contre un que cet autre arrange- 
ment déterminé n’arrivera pas. Cependant, si nous voyons sortir de 
l’urne 5o fois de suite une boule blanche, nous ne pourrons pas croire 
que cet événement soit dû au hasard, taudis que nous lui attribuerons 
sans difficulté l’arrivée de 5o boules qui ne nous offrira rien de régu- 
lier et de remarquable. 

Ce que nous appelons hasard (n° 37 ), produit, pour ainsi dire, 
ayecla même facilité, un événement que nous trouvous remarquable 
et celui qui ne l’est pas. Les événements de la première espèce sont 
beaucoupplusraresqucceux de la seconde, lorsque tous les événements 
également possibles sont très nombreux. Pour cette raison, l’arrivée 
des premiers frappe davantage notre esprit; ce qui nous porte à leur 
chercher une cause spéciale. L’existence de cette cause est, eu effet, 
^très probable; mais sa grande probabilité ne résulte pas de la rareté 
des événements remarquables : elle est fondée sur un autre principeau- 
quel nous allons appliquer les règles précédemment démontrées. 

(4a). Appelons E, , E,, E s , etc., les événements remarquables qui 
peuvent avoir lieu, et F,, F,, F,, etc., les événements non remarqua- 
bles. Lorsqu’il s’agira, par exemple, de 3o boules extraites d’une urne 
qui contient des nombres égaux de boules blanc lies et de boules noires, 
les événements E, , E,, Ej, etc., seront l'arrivée de 3o boules de la 
même couleur, celle de 3o boules alternativement blanches et noires, 
celle de i5 boules d’une couleur suivies de i5 boules de l'autre cou- 
leur, etc. Dans le cas d’une trentaine de caractères d’imprimerie, raugés 
à la suite l'un de l’autre, les événements E„ E., E„ etc., seront ceux 
où ces lettres se trouveront disposées, soit dans l'ordre alphabétique, 
soit dans l’ordre inverse , ou bien ceux où elles formeront une phrase 
de la langue française, ou d’une autre langue. Dans lous les cas, dési- 
gnons par m leur nombre, et par n celai des autres événements F,, 

i5.. 
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F»> E, , etc.; supposons qu’ils soient tous également possibles, lors- 
qu ils sont dus uniquement au hasard ; de sorte qu’en représentant 
alors par p la probabilité de chacun d’eux , on ait * 



aussi bien quand il appartient à la première série , que quand il fait 
partie de la seconde. U n’en sera plus de même, si ces événements 
doivent être produits par une cause particulière C, indépendante de 
la probabilité p, et qui sera, pour fixer les idées, la volonté d'une per- 
sonne et le choix qu elle fera de l’un d'entre eux. Nous admettrons 
que ce choix sera déterminé par les diverses circonstances qui rendent 
remarquable une partie des événements possibles. Ainsi, il y aura une 
certaine probabil itép,, que le choix de cette personne se portera sur E,, 
une autre probabilité p, qu’il se portera sur E, , etc.; il n’y aura au- 
cune probabilité qu il doive se porter sur un des événements F,, Ÿ,, 
Fj, etc.; et ces divers événements étant les seuls possibles, il faudra 
qu'on ait 

PT + P« ■+■ p* H- etc. = i. • 

Si les probabilitésp,, p., p„ etc., sont toutes égales, leur valeur com^ 
munc sera — , et, par conséquent , très grande relativement à p, quand 

le nombre total m -f- n des cas possibles sera très grand en lui-mème 
et par rapport au nombre m des cas remarquables. Généralement, ces 
probabilités .pourront être fort inégales; nous n’avons aucun moyen 
de les connaître ; mais il nous suffira qu’elles soient très grandes eu 
égard à la probabilité p; ce qui ne peut manquer d’avoir lieu, lorsque 
celle-ci est extrêmement petite, ou le nombre m-\-n excessive- 
ment grand , comme dans les exemples qu’on vient de citer. 

Tel est le principe dont nous partirons pour -déterminer la probabi- 
lité de la cause C, d’après l’observation de l’un des événements E, , 
E», Ej, etc., F,, F,, F,, etc., ou, du moins, pour faire voir qu’elle 
est très grande, quand l’événement observé appartient à la première 
série. ’ 

Supposons que E, soit cet événement. On pourra faire deux hypo- 
thèses, la première qu’il est dû à la cause C, la seconde qu’il est le ré- 
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sultat du hasard. Si la première hypothèse était certaine, p, serait la 
probabilité de l’arrivée de E,; si c'était la seconde qui le fût, cette pro- 
babilité aurait p pour valeur; en appelant donc r la probabilité de la 
première hypothèse après l’observation, et regardant les deux hypo- 
thèses comme également probables à priori, nous aurons, parla règle 
du n* 28, 




. Or, il suffît que la probabilité p, soit très grande eu égard à la très petite 
chance p, pour que cette valeur de r diffère très peu de l’unité ou de la 
certitud^Dans l’un des exemples précédents, où le nombre des événe- 
ments possibles surpassait un milliard, et où p était au-dessous de l’u- 
oité divisée par mille millions; si l’on suppose que 1000 soit le nombre 
des événements assez remarquables pour déterminer une personne à 
choisir l’un d’entre eux, et si l’on prend l’unité divisée par ce nombre 
pour la valeurde p,, celle der différera de l’unité, de moins d’un millio- 
nième, et de beaucoup moins encore, si , comme on peut le croire, la 
probabilité p, est au-dessus d’un millième. Lors donc que l’un de ces 
événements remarquables, aura été observé, par exemple, l’extrao- 
tion de 3 o boules d’une même couleur, tirées d’une urne qui conjienf, 
en égale proportion , des boules de deux couleurs différentes, on devra 
l’attribuer, sans aucun scrupule, comme on le fait naturellement, à la . 
volonté de quelqu’un, ou à toute autre cause spéciale, et ne pas le con- 
sidérer comme un simple effet du hasard. 

Toutefois , la probabilité r de la cause C serait beaucoup diminuée , 
si avant l’observation, son existence et sa non-existence n’étaient pas 
également possibles, comme le suppose la formule précédente, et que 
ce soit sa non-existeuce qui fût primitivement la plus probable. C'est 
ce qui aura lieu dans l’exemple qu’on vient de citer, lorsqu’on aura pris, 
avant le tirage, beaucoup de précautions pour soustraire l'extraclion 
des boules à l’influence d'aucune volonté. En ayant égard h cette cir- 
constance, antérieure h l’observation, la règle du n* 34 rendra sensible 
la diminution de la valeur de r. Cette probabilité sera aussi augmentée 
ou diminuée, quelquefois dans de très grands rapports, quand tous les . 
événements E,, E., E s , etc., F,, F,, F f , etc., ne seront point égale- 
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ment possibles : augmentée, si la chauce propre de chaque événement 
est plus petite pour ceux de la première série que pour les événe- 
ments de la seconde série; diminuée, dans le cas contraire. 

L'harmonie que nous observons dans la nature n’est] sans doute pas 
l'effet du hasard ; mais par un examen attentif et long-temps prolongé. ^ 
on est parvenu, pour un très grand nombre de phénomènes, à en dé > 
couvrir lesdfeses physiques qui donnent à leur arrivée, sinon une 
certitude a^Wue, du moins une probabilité très approchante de l’u- 
nité. En les regardant comme des choses E, , E, ; E, , etc., qui présen- 
tent des circonstances remarquables, ce serait le cas où ces choses ont 
par elles-mêmes une assez forte probabilité, pour rendre très impro- 
bable et tout-à-fait inutile à considérer, l'intervention de la rause que 
nous avoas appelée C. Quant aux phénomènes physiquAPSont les 
causes nous sont encore inconuucs, il est raisonuable de les attribuer 
a des causes analogues à celles que nous connaissons, et soumises aux 
mêmes lois. Leur nombre diminue au reste de jour en jour, par le 
progrès des sciences : aujourd’hui, par exemple , nous savons ce qui 
produit la foudre, et comment les planètes sont retenues dans leurs 
orbites, connaissances que n’avaient pas nos prédécesseurs; et ceux 
qui viendront après nous, connaîtront les causes d’autres phénomènes, 
actuellement inconnues. ■» . 

(4§J. Lorsque le nombre de causes distinctes auxquelles on peut at- 
tribuer un événement observé E est infini, leurs probabilités, soit 
avant, soit après l’arrivée de E, deviennent infiniment petites, et les 
sommes X contenues dans les formules des n" 3a et 34, se changent 
en des intégrales définies. 

Pour effectuer cette transformation, supposons que l’événement ob- 
servé E soit l’extraction d’une boule blauche, d’une urne A qui conte- 
nait une infiuité de boules blanches ou noires. On pourra faire sur le 
rapport inconnu du nombre de boules blanches au nombre total des 
l>oules, une infinité d’hypothèses que l’on prendra pour autant de . 
causes distinctes de l’arrivée de E, et exclusives les unes des autres. 
Désignons ce rapport par x, de sorte que x soit une quantité suscepti- 
ble de toutes les valeurs croissantes par degrés infiniment petits, et 
comprises depuis x infiniment petit , qui répond au cas où la boule 
extraite serait la seule boute blanche que A renfermait, jusqu’à x=i, 
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qui répond à l’autre cas extrême où cette urne ne contiendrait que 
des boules blanches. 

Représentons aussi par X la probabilité que ce rapport, si sa valeur 
x était certaine, donnerait à l’arrivée de E, de manière que X soit, 
fjans chaque question, une fonction connue de x. En considérant donc 
cette valeur comme une des causes possibles de E, il s’agira de déter- 
miner la probabilité infiniment petite de x, soit quand toutes ces cau- 
ses sont également probables avant l'observation, soitquand elles ont, 
A priori, des chances différentes. 

Dans le premier cas, la probabilité demandée se déduira de la 
quantité <v, du n» a8, en y supposant m infini, et y mettant pour p,, 
P., Pi, etc., les valeurs de x relatives à toutes celles de X. 

En faisant d’abord usage du signe 2 , comme dans le n° 3a , et ap- 
pelant tb- la probabilité de x, nous aurons donc 




Mais, d’après le théorème fondamental des intégrales définies, on aura 
:iu^i 

* , 

XXdx =; J' Xdx ; 

» 

par conséquent, si l’on suppose constante la différentielle dx, et qu’on 
nftltiplie par dx les deux termes de la fraction précédente, il en ré- 
sultera 



«r = 



Xdx 



s: 



Xdx 




En même temps, si l’on désigne par X' la probabilité correspondante 
a x, d’un événement filur E' qui dépend des mêmes causes que E, 
et par «■' la probabilité complète del’jrrivée de E', on aura, d’après 
la règle du n* 5o, 



► 
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ou , ce qui est la même chose , 

f o ‘ XX'rfr 



nr s= 



/: 



Xdx 



en substituant pour ta- sa valeur precedente, et changeant la somme 2 
en une intégrale. La quantité X' sera dans chaque exemple une fonc- 
tion donnée de x. 

Dans le cas où les diverses valeurs de x seront inégalement proba- 
bles avant l’observation de E, on désignera par Y dx la probabilité in- 
finiment petite et antérieure à cette observation, de la chance x de E ; 
et en mettant \dx au lieu de q, dans les formules du n* 54, on en 
conclura 

XY dx • 



/: 



XY dx 



pour la probabilité de cette chance x après l’arrivée de E, et 

f'XXTidx 

—, J O 



r: 



XY dx 



pour la probabilité de l’arrivée future de E. 

(44). Si l’on est certaio, à priori, que la valeur de x ne peut jils 
s’étendre depuis x=o j usqu’à x = i , et quelle doit être comprise 
entre des limites données, on prendra ces limites pour celles des 
intégrales définies que ces formules renferment, ou bien, si l’on veut 
conserver leurs limites zéro et l’unité, on supposera que Y soit une fonc- 
tion discontinue de x, qui sera nulle en dehors des limites données de 
cette variable. Soit que x soit susceptible de toutes les valeurs depuis 
zéro jusqu’à l’unité, soit que cette variable cjpive être reufermée en- 
tre des limites données; si l’on appelle A la probabilité que sa valeur 
inconnue est effectivement comprise, d’après l’événement observé E, 
entre d’autres limites plus resserrées que les premières, x sera la somme 
des valeurs de nr relatives à celles de x qui sont contenues entre ces 
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autres limites; en sorte qu’en désignant celles-ci par a et 6, on aura 

// XY dx 



A = ■ 



/; Wdx 



*• 1 * 



Dans un calcul d'approximation, on pourra employer cette for- 
^mule, lorsque le nombre de causes auxquelles l’événement E peut 
être attribué, au lieu d’étre inlini, sera seulement très considérable. 
Supposons, par exemple, que E soit la sortie de n boules blanches, 
tirées successivement et sans interruption , d'une urne B qui contient 
un très grand nombre de boules, tant blanches que noires, et dans la- 
quelle , on remet à chaque fois la boule qui en a été extraite. La pro- 
babilité X deE, correspondante à un rapport x du nombre de boules 
blanches au nombre total de boules contenues dans B, sera la puis- 
sance n de ce rapport. Si l’on demande la probabilité que le nombèe 
^ de boules blanches quelle renferme excède celui des boules noires, 
on prendra * = jetÇ=i, dans l’expression de cette probabilité *. 
Si , de plus, toutes les valeurs possibles de x étaient également proba- 
bles avant les tirages, Y ne variera pas aveex, et disparaîtra, en con- 
séquence, de cette expression. On aura donc 

. ■ , Sfi"? i Y" 57 V - , 

X=x\ r Xrir = -LL- , r Xdx=-L- (,+. -U) 

J o n-f"i J ± n -f i \ 2" t'/ 

et, par conséquent , 



A = i — 







avec d autant plus d’exactitude que B contiendra un plus grand nom- 
bre de boules noires ou blanches. Avant les tirages, il y avait un con- 
tre un à parier que le nombre des blanches excédait celui des noires ; il 
suffira qu’en tirant une boule de B, elle soit blanche pour qu'on ait > = l, 
ou qu’il y ait trois à parier contre un pour la supériorité du nombre de ' 
boules de cette couleur; et quand on aura tire de B un nombre un peu 
considérable de boules blanches, sans en amener de noires, la proba- 
bilité A que les blanches y sont en plus grand nombre que les noires, 
approchera beaucoup de la certitude. ’ < 

'■ t ' * * 16 
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( 45 ). Ainsi que je l'ai déjà dit (n“ 3 o), on peut considérer Eet E' 
comme des événements composés d'un même événement simple G , et 
liés l’un à l'autre par leur dépendance commune de cet événement. 

La chance de G est inconnue; la probabilité qu’elle a x pour valeur '• 
est Y dx avant l’arrivée de E, et y après cette arrivée ; et comme cette 
chance a certainement une des valeurs comprises depuis x=o jus- 
qu’à x = 1 , il faut que la somme des valeurs correspondantes de Y dx 
soit l’unité, comme cela a déjà lieu pour la somme des valeurs de «y. La 
fonction donnée Y de x, quelle quelle soit d’ailleurs, continue ou dis- 
continue , devra donc toujours satisfaire à la condition 
' > - * . — 

/Y dx — 1 . 



-A# 



D'après la règle de l’espérance mathématique (n* a 5 ), appliquée à 
la cbauce de G, on devra prendre pour sa valeur, avant l'observation 
deE, la somme de toutes ses valeurs possibles, multipliées par leurs 
probabilités respectives, c’est-à-dire, la somme de tous les produits de 
x et de Y dx, depuis x =0 jusqu a x = i.En désignant par y, cette ' 
chaucc de G, ou, plus exactement, ce qu’on doit prendre pour sa va- 
leur inconnue, avant que E ait été observé, on aura donc 



=/: 



xY dx; 



et l'on peut remarquer que si l’on considère x et Y comme l’abscisse et 
l'ordonnée d'une courbe plane, et si l’on observe que l'aire entière de 
cette courbe, ou l’intégrale fXdx est l’unité, y sera l’abscisse du centre 
de gravité de cette même aire. C’est d’après cette valeur de y prise pour 
la chance de G, que l’on devrait parier pour une première arrivée de cet 
événement, mais non pas pour plusieurs arrivées successives; car selon 
que G aura eu lieu ou n’aura pas eu lieu dans une première épreuve, la 
probabilité de son arrivée sera augmentée ou diminuée dans les épreu- 
ves suivantes. 

Si, par exemple, toutes les valeurs de x sont également probables 
à priori , la quantité Y devra être indépendante de x; d’après les deux 
équations précédentes , on aura donc r 

, , Y = 1 , > — i; 
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et, en effet, nous n’avons alors aucune raison de croire, dans une 
première épreuve, à l’arrivée de G plutôt qu’à celle de l'événement 
contraire. Mais si l’on prend pour chacun des événements E et E' l’évé- 
nement simple G, auquel cas on aura, 



X = x, X'=x, 



il en résultera 



arisP* : <n>J 

,hw ,£» VWrfüMÎ 



. J 






pour la probabilité que G étant arrivé une première fois, arrivera 
encore une seconde fois , de manière que la probabilité de son arrivée , 
aura augmenté de j, de la première à la seconde épreuve. Elle di- 
minuera delà même fraction, et se réduira à ± — j , ou £, à la seconde 
épreuve, lorsque l’événement contraire aura eu lieu à la première; 
car en prenant celui-ci pour E, et toujours G pour E r , c’est-à-dire en 
faisant 

«VÙ* »oao*fci af 

X = i — x , X — x , ’ ■ i ■ -i t 

JNip . .. ay V: , r • ‘jb » 

y ' " /si:, t m O il) •j-.-iiiK'l tiei 4.1! 



. ,« 



on en conclura 



f[ (1 — x)xdx 






fl (1 x)dx 



■%> 



■ M tUpUr 



■ . 

« 

tt m 

* ' 4 



pour la probabilité que G n’ayant point eu lieu la première fois, ar- 
rivera à la seconde épreuve. 



•sP' -i. 



premicic lui», ci ue 1 a prouamnie j quêtant arrive cette tois-là, il 
arrivera encore à la seconde épreuve; elle sera donc j, au lieu de j, 
qui serait sa valeur si la probabilité de G était i à la seconde épreuve 
comme à la première. La similitude des deux événements qui arri- 
veront dans les deux premières épreuves, aura une probabilité double 
ou égale à $ ; car cette similitude aura lieu, soit par la répétition de G, 
T • 16.. 
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soit par celle de l'événement contraire , qui sont toutes deux égale- 
ment probables. 

En comparant f ou £ (i -f- £), à la probabilité £(i -f- /•) de la 

similitude, que nous avons trouvée dans le n* 27 , on aura ef t= — 

. , t/3 

Lors donc qu’à priori nous n’avons aucune donnée sur la chance d’un 
événement G, de sorte que nous puissions supposer également à x 
toutes les valeurs possibles , la probabilité de la similitude dans 
deux épreuves consécutives, est la même que s’il y avait, entre les 

chances de G et de l’événement contraire, une différence -4=, sans 

t/3 

que l’on connût la chance la plus favorable. Nous déterminerons 
tout à l’heure la probabilité de la similitude dans les cas où l’on sait 
à priori que toutes les valeurs possibles de x, au lieu d’être également 
possibles, s’écartent très probablement fort peu d’une fraction connue 
ou inconnue. 

(46). Maintenant, l’événement simple dont la chance est inconnue, 
étant toujours désigné par G , appelons H l’évéuement contraire dont 
la chance sera l’unité diminuée de celle de G, et supposons : 1 ' , que 
l’événement observé E soit l’arrivée de G un nombre m de fois et de H 
un nombre n de fois , dans un ordre quelconque; a*, que l’événement 
futur E' soit l’arrivée de G un nombre m ' de fois et de H un nombre n' 
de fois, aussi dans un ordre quelconque. t 

Pour la valeur x de la chance de G et 1 — x de celle de H , les 
probabilités X et X' de E et E' seront (n* 1 4) 

X = Kx- (1 — x)*, TL'z=K'x~'{i — x/; 

K et K' désignant des nombres indépendants de x. On aura donc 

K' f' Yx" + *'(i— x) ,+ *'àx 
- ' J 0 

<23- = — —— > -, 

• J Yx“ (1 — x)'dx 

pour la probabilité de E' après l’observation de E. Le nombre K a 
disparu de cette formule; la valeur qu’on y mettra pour K', sera 
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i.a.3. ..m'4-n' 

i .3.3. .. m' . i .3.3. . . ri’’ 

Si E' était l’arrivée de m' et n' événements G et H dans un ordre déter- 
miné , il faudrait remplacer K' par l’unité. 

Lorsque avant l'observation de E, on n’aura aucune raison de 
croire aucune des valeurs de x plus probable qu’une autre, on pren- 
dra l’unité pour la quantité Y. Au moyen de l’intégration par partie, 
on a d’ailleurs 

— X)c1x m _j_ , , m -|- 2 , m + 3. ..m + n.m-fn+i ’ 

ou , plus simplement , 

r t ' ' j . . « * V» î 

/ , pp 

( •**(» — x)*dx = » .) ;ïa. .'.j.ÿi- 

' a . ’» IV, k,:i. >»iJ 

en faisant, pour abréger, ,.v . , 

i.a.3... i — î.rsPi, 

»'• • '• -• ~'U : f f , «■:. >Y - :: ...•Kw s W» 5 m Vi** 

pour un nombre quelconque i. On aura de même 

r*— ' (i - x'r“dx= p ^ p tr . ; 

et à cause de * ^ 

’a p 

K'=p^^-', • -k -H, 

. , .. , . . •«.-! r I 

il en résultera, dans le cas dont il sagit, ; ^ ... ( 

vf* 4, < ' , • , ¥ \ ' * - ’v* 

, _ p..-,.. p-, ., p.+.. p-,..,., ' • 

Aûn que cette formule comprenne les cas où l’un des nombres m , 
n, m', n', est zéro , il y faudra faire P. = i . Cela étant , si l’on a n =o 
et n' = o, on aura simplement 



_/ _ "»+ ' . . 
m + m+-. ’ 



■ -K- •_ 



t. 



Digitized by Google 



n6 RECHERCHES 

ce qui exprimera la probabilité que G arrivera m' fois sans interrup- 
tion , après être déjà arrivé m fois sans que Févénement contraire H 
ait eu lieu. 

Pour m' = i et ri = o, la valeur de <ar' relative à Y = 1 , se ré* 
du ira à 



v = 



m -f n -f. 2 ’ 



et pour m' = o et n' = i , elle devient 



i n + < - ». 

'x ss — : — . 

m 4- n + 2 

La somme de ces deux fractions est l’unité; ce qui doit être effective- 
ment, puisque la première exprime la probabilité qa’après m -f- n 
épreuves, G arrivera à l’épreuve suivante, et la seconde la probabi- 
lité que cet événement n’arrivera pas. La première est plus grande ou 
moindre que la seconde, selon qu’on a m>n ou m<n, c'est-à-dire . 
selon que dans les m -f- n premières épreuves, G est arrivé plus sou- 
vent ou moins souvent que l’événement contraire H ; elles sont égales 
entre elles et à comme avant les épreuves, quand ces deux évé- 
nements ont eu lieu le même nombre de fois. Mais il n’en sera plus de 
mente, en général, lorsque l'on sanra à priori , soit par la nature de 
l’événement G, soit par le résultat d’épreuves antérieures à l’événe- 
ment E, que les valeurs de la chance inconnue de G ne sont pas 
tontes également probables, de telle sorte que l’on n’ait pas Y = 1 : 
non-seulement dans ce cas , la fraction y du numéro précédent que 
l'on devra prendre pour la chance de G avant les m 4- n nouvelles 
épreuves ne sera point;, mais à l’épreuve suivante, la probabilité de G 
pourra être moindre que y , quoique G soit arrivé plus souvent que 
. l’événement contraire H, ou plus grande, quoique ce soit G qui aura 
eu lien le moindre nombre de fois; c’est ce que l’on verra dans , 

l’exemple suivant. • ’ 

(47). Je suppose qu’il soit très probable, à priori, que la chance 
de G s’écarte fort peu , en plus ou eu moins , d’une certaine fraction /•, 
de sorte qu’eri faisant t . * , ' 

X= r-f-a, _ . ' . 
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la quantité Y soit une fonction de z, qui n'a de valeurs sensibles que 
pour de très petites valeurs de cette variable, positives ou négatives. 
La courbe plane dont x et Y sont les coordonnées courantes, ne s’é- 
cartera sensiblement de l’axe des abscisses x, que dans un très petit 
intervalle, de part et d’autre de l’ordonnée qui répond à x = r; le 
centre de gravité de l’aire de cette course tombera donc dans cet in- 
tervalle; par conséquent l'abscisse de ce point différera très peu de r; 
et en négligeant cette différence, r sera la valeur de la quantité y du 
n* 45. 

Cela posé, les limites des intégrales relatives à z seront les valeurs 
s = — i ct s = 1 — r , qui répondent à x — o et x = 1 ; si donc on 
fait ni' = 1 , n! = o, dx = dz , dans la première expression de <sr' du 
numéro précédent, il en résultera 



»t» kqfUitt'i f{ J<j t»| àtiA 1 

■Tïï' = 

•J** *A StflfesST* w 



f_ r 'Y *-*- 1 ( 1 —xfdz 
f'_ ' Yx"(i — xY<k 



dYlr. 



pour la probabilité que G arrivera une fois, après avoir eu lieu m fois, 
et l’événemènt contraire n fois, dans m -f- n épreuves. Mais, par la 
nature du facteur Y compris sous les signes f, ou peut , si l’on veut , 
borner ces intégrales à des valeurs très petites de 2. Alors, en déve- 
loppant les autres facteurs en séries ordonnées suivant les puissances 
de s; ces séries seront généralement très convergentes : il n’y aurait 
d’exception que si rou 1 — rélait aussi une très petite fraction; dans 
tout autre cas, il 1 nous suffira d’en conserver les premiers termes ; et 
en négligeant le carré de a, nous aurons 

. -éuof al nshtoiti ai a . 

r (' — '•)' + ( ‘ - Ü — 

d’où l’on déduira, lifvaleur de x**' 1 (1 x)*, en y mettant m -f- 1 

,b heu dé m. ’ 

, Je substitue ces valeurs de x" (t — xf et de se**’ (1 — x}* dans 
l'expression de j’observe que l’on a 

f' r Xdz = 1 , f' ' \idz = o ; \ . 
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et je fais, pour abréger, 

f'~'Yz'ds=zk. 



En négligeant le carré de h, qui ne pourra être qu’une très petite 
fraction, il vient 




ce qui montre que la probabilité <w’ de l’arrivée de G après les wi-j-n 
épreuves, est plus petite ou plus grande que la fraction r ou y , que 
l'on aurait dû prendre pour la chance de G avant ces épreuves : plus 

grande, quand ™ surpasse p-2— j plus petite, dans le cas contraire. 

S’il était certain quer fût la chance de G, et que m et n fussent de 
grands nombres, G et H seraient très probablement arrivés proportion- 
nellement à leurs chances respectives r et 1 — r, et l’égalité des rap- 
ports ™ et rendrait la probabilité <ar' égale à la chance r , comme 
cela devrait être. 

(48). En faisant m = 1 et n = o dans la valeur précédente de «•', 
il vient 




pour la probabilité que G ayant eu lieu dans une première épreuve, 
arrivera encore dans la suivante ; et comme r était la probabilité de 
l’arrivée de cet événement à la première épreuve, le produit de r et 
de <ar', on r* + h, exprimera la probabilité de sa répétition dans les 
deux. épreuves. En y mettant *1 — r à place de r, on aura (t — r)*-f-û 
pour la probabilité de la répétition de l’événement contraire ; et si 
l’on ajoute cette quantité à r* •+• h , il en résultera ' 



1 — - ar -f- ar* + 2k, ' 

pour la probabilité de la similitude des résultats dans tes deux 
épreuves. . * . . , 
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Si l’on fait m = o et n — i dans la valeur de ‘sr , du numéro précé- 
dent, on aura 



pour la probabilité que G n’ayant pas eu lieu à la première épreuve, 
ce sera cet événement qui arrivera à la seconde ; le produit r ( 1 — r) — h 
de cette valeur de et de i — r, exprimera donc la probabilité de 
la succession des deux événements contraires G et H; et en la dou- 
blant, on aura 

ir — ar* — a h, 

pour la probabilité de la dissimilitude des résultats dans les deux 
épreuves, (jue l’on déduit aussi de celle de la similitude, en retran- 
chant celle-ci de l’unité. 

L’excès de la probabilité de la similitude sur celle de la dissimilitude 
sera donc 

(i — a r)* 4 h; 

où l’on voit que cet excès se trouve augmenté par la circonstance que r 
n’est pas précisément la chance de G, et que l’on sait seulement que 
cette chance s’écarte très peu de r; de telle sorte que si l’on savait aussi 
que r fût £, il y aurait encore de l’avantage à parier un contre un pour 
la similitude. C’est ce qni a lieu au jeu de croix et pile où l’on em- 
ploie une pièce de monnaie pour la première fois : l’égalité de 
chance pour les deux faces de cette pièce est physiquement impossible ; 
mais d’après le mode de sa fabrication , il est très probable que la chance 
de chaque face s’écarte très peu de 

(49). Je vais énoncer dès à présent un théorème dont la démons- 
tration sera donnée dans le chapitre suivant, et qui servira à déter- 
miner, par l’expérience, non pas avec certitude et rigoureusement, la 
chance d’un événement, mais avec une très grande probabilité, une 
valeur de cette chance , aussi très approchée. 

Soit g la chance connue ou inconnue d’un événement G, c’est-à- 
dire lç rapport du nombre de cas favorables à cet événement et éga- 

* • ‘ * 7 
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leraent possibles, aa nombre de tous les cas qui peuvent avoir lieu 
et sont aussi également possibles. Supposons que l’on fasse un nombre 
H d’épreuves, pendant lesquelles cette chance propre de G et distincte 
de sa probabilité (n* i), demeurera constante. Soit r le rapport du 
nombre de fois que G arrivera dans cette série d’épreuves , à leur 
nombre total fx.. Tant que fx ne sera pas très considérable, le rapport r 
variera avec /x., et pourra différer beaucoup de g , en plus ou en 
moins; mais quand fx, sera devenu un grand nombre , la différence 
r — g diminuera de plus en plus, abstraction faite du signe , à mesure 
que p augmentera encore davantage; de telle sorte que si /x. pouvait 
devenir infini, on aurait rigoureusement r — g = o, et qu’en dési- 
gnant par c une fraction aussi petite qu’on voudra, on pourra tou- 
jours atteindre un nombre u. assez grand pour que la probabilité 
de r — g moindre que *, approche autant qu’on voudra de la certi- 
tude. Nous donnerons par la suite l’expression de la ^probabilité 
de r — g < «, en fonction de /x et de e. 

Ainsi l'urne A renfermant a boules blanches et b boules noires; 
si l’on en extrait successivement un très grand nombre \x. de boules , 
en remettant dans A la boule extraite à chaque fois, et si dans ce 
nombre de boules extraites , a est celui des boules blanches et 6 le 
nombre des boules noires, on aura ' 

et a C b m _ a * . 

— â-+n,’ Z+C — T+b’ C ~~ b' 

avec d’autant plus d’exactitude et de probabilité que /x., ou a -f- £ , . 

sera un plus grand nombre. Réciproquement, si le rapport du nom- 

bre de boules blauchesau nombre de boules noires contenues dans A, 
est inconnu, et que dans un très grand nombre d’épreuves pendant 
Lesquelles ce rapport n’ait pas varié, il soit sorti de cette urne, 
a boules blanches et S boules noires, on pourra prendre, avec une 
très grande probabilité , pour les valeurs approchées de ce rapport in- 
connu et de la chance inconnue de l’extraction d’une boule blanche, 

les quantités £ et q ue * que soit d’ailleurs le nombre de boules 

contenues dans A. Toutefois, on doit remarquer que si le nombre de 
boules blanches «que cette urne renferme, est très petit par rapport au 
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ao nombre b de boules noires, a. sera aussi très petit par rapport à S, 
et réciproquement ; mais le rapport de l’une des fractions | et ^ à l’au- 
tre, pourra différer beaucoup de l'unité, à moins que la série des 
épreuves n’ait été poussée excessivement loin : quand la chance connue 
ou inconnue de l’extraction d’nne boule blanche est très faible , l’é- 
quation approchée £ sa | signifie seulement que “et° sont l’une et 
l'autre de très petites fractions. 

La règle que l’on vient d’énoncer convient également aux chances 
de diverses causes, qui s’excluent mutuellement et auxquelles on 
peut attribuer un événement E, observé un très 'grand nombre de fois. 
Si y est la chance connue ou inconnue de l’une de ces causes C, le 

rapport | y _ sera, avec une grande approximation et une grande 

probabilité , celui du nombre de fois qne E est effectivement arrivé en 
vertu de C ; au nombre de fois qu’il aura été produit par toute autre 
Cause; ce qui fera connaître le rapport de ces deux nombres, quand 
la chance y sera connue à priori, ou la valeur de cette chance, si l'on 
parvenait à déterminer ce rapport par l'expérience. 

L’événement E étant, par exemple, la sortie d’une boule blanche 
qui a pu être extraite d’une urne A contenant a boules blanches et a' 
boules noires, ou d’une urne B renfermant b boules blanches et b' bou- 
les noires; la chance y de A, d’avoir été la. cause de E ou l’urne d'où 
l’on a extrait la boule blanche, a pour valeur, d’après la règle du 
n* a8, 

’V . — «(*+**) 

7 o(i+è') + i(a + «0 * 



et la chance contraire, on celle qui se rapporte à B, est de même 

I 



l> (« 4 - «') 

a (i -t -b') 4- à (a + à)‘ 



Or, si l’on a tiré un très grand nombre m de bonles blanches, de l’une 
ou de l’autre des deux urnes , en remettant à chaque épreuve , dans 
l’urne dont elle est sortie, la boule blanche ou noire. qui en a été ex- 
traite , le rapport du nombre de boules blanches sorties de A à celui 

* 7 " 
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des boules blanches extraites de B, s’écartera très probablement fort 
peu du rapport de y à i — y ; de sorte qu’en appelant f le premier de 
ces deux rapports , on pourra prendre 

y a t& + !>' ) 

f i — r b[a + 

Cette valeur de p se réduit à | , lorsque les nombres a -4- a' et b -4- b' 

de boules blanches ou noires, sont égaux dans A et dans B. Dans ce 
cas, on peut réunir toutes ces boules dans une même urne D (n* to), 
sans changer le rapport du nombre de boules blanches provenant de A 
au nombre de boules blanches provenant de B, qui seront extraites 
de D : sur une très grande quantité de boules de cette couleur, le 
premier de ces deux nombres sera donc à très peu près au second , 
comme a est à b ; ainsi qu’on pourrait le vérifier en faisant une marque 
particulière aux boules provenant de A ou de B, et remettant après 
chaque tirage dans D, la boule blanche ou noire qui en aura été 
extraite. 

(5o). On trouve dans les œuvres de BufTon (*) les résultats numé- 
riques d’une expérience sur le jeu de croix et pile , qui nous fourni- 
ront un exemple et une vérification de la règle précédente. 

A ce jeu , la cbance d’amener l’une ou l’autre des deux faces de la 
pièce dépend de sa constitution physique qui ne nous est pas bien 
connue; et quand bien même nous la connaîtrions, ce serait un pro- 
blème de mécanique que personne ne pourrait résoudre, d’en con- 
clure la chance de croix on de pile. C’est donc de l’expérience que la 
valeur approchée de cette chance doit être déduite pour chaque pièce 
en particulier; de sorte que si dans un très grand nombre u d’épreuves, 

croix est arrivée un nombre m de fois, le rapport — devra être pris pour 

la chance de croix. Ce sera aussi la probabilité ou la raison de 
croire que cette face arrivera dans une nouvelle épreuve faite avec 
la même pièce ; et , d’après le résultat de cette série d’épreuves , on 



(*) Arithmétique morale , article XVIII. 
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pourra parier à jeu égal, m contre p. — m pour l’arrivée de croix. C’est 
aussi au moyen de cette prohabilité — de l’événement simple que l’on 

P* 

devra calculer les probabilités des événements composés ,' du moins 
quand elles ne seront pas très faibles par la nature de ces événe- 
ments. 

Cela étant, supposons que l’on ait fait un très grand nombre m de 
séries d’épreuves, en continuant chaque série, comme dans l’expé- 
rience citée, jusqu’à ce que croix ait eu lieu. Soient a , , a,, a„ etc., 
les nombres de fois que croix estarrivée au premier coup, au deuxième, 
au troisième , etc. Le nombre total p. des coups ou des épreuves , sera 

p = a, -f. 2 a, -f- 3a, -f- etc. ; • 
le nombre m des arrivées de croix sera , en même temps , 
m =: a, a, -j- «j + etc. ; 
et si l’on appelle p la chance de cette face , on aura 

m 

' P= ï' 

avec d’autant plus d’approximation et d’exactitude que p sera un plus 
grand nombre. ' • . , , , , 

Les probabilités de croix .au premier coup, au deuxième coup 
1 sans avoir eu lieu au premier, au troisième coup sans être arrivée aux 
deux premiers, etc., seront p, p(i—p), p(i— p)‘, etc. Or, les 
nombres de fois que ces événements ont eu lieu étant par hypothèse 
a,, fl,, a,, etc., dans un nombre m de séries d’épreuves, on devra 
donc avoir, à très peu près, 

• p = £, ,(.-/>)=£, ,(■ -/0’=£ etc, 

si ce nombre est très gra^l, et lorsque ces probabilités ne seront pas 
devenues de très petites fractions. En divisant chacune <|c ces équations - 
par la précédente, on en conclut différentes valeurs de i — p , et, 
par suite , . 
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«a ' «J 

= 1 p = , - -.etc. 



Ces valeurs de p, ou du moins un certain nombre des premières , dif- 
féreront d’autant moins entre elles et du rapport que m et ^ seront 

de plus grands nombres : pour qu’elles fussent nécessairement égales , 
il faudrait que ces nombres fussent infinis. En employant pour p, la 
moyenne de ces fractions très peu inégales, ou bien en faisant usage de 

la valeur — de p, résultante de l’ensemble des épreuves, on aura 

a, = mp, a, — mp( î — p), a , = mp{ i — p) m , etc. 

pour les valeurs calculées des nombres a , , a, , Oj , etc. , qui devront 
très peu s’écarter des nombres observés, du moins dans les premiers 
termes de cette progression géométrique décroissante. 

Dans l’expérience de BufTon , le nombre m des séries d'épreuves 
était 

. * . m = 3048. 

On peut conclure de la manière dont elle est rapportée par l’auteur , 
que l’on a eu 

a x — 1061 , a, — 49 4 , aj = a33, a* — i 3 7, a, = 56 , 

a, — 39, a, — a 5 , a, = 8,- a, = 6. 

9 

Les nombres a„, a„, etc., n’ont point eu lieu, c’est-à-dire que le - 
nombre m des séries d’épreuves n’a pas été assez grand pour que croix 
n’arrivât pas dans une ou plusieurs séries. Ce nombre est la somme des 
valeurs de a,, a,, a,, etc.; on en déduit aussi 

p . = 4040, . • 



et, par conséquent , 



= o,5o6g3. 



Au moyen de cette valeur de p, on trouve 
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a, = io 38 , a, = 5 ia, a, = a 5 a, = 134, a, = 61 , 
a t = 5o, a, = 1 5, = 7 » s i = 4, a la = i, 

en négligeant les fractions : les nombres suivants a„,a„, etc., seraient 
au-dessous de l'unité. Or, si l’on compare cette série des valeurs cal- 
culées, à celles des nombres a,, a,, a„ etc., qui résultent de l’obser- 
vation , on voit qu’elles s’écartent peu l’une de l’autre dans leurs pre- 
miers termes. Les écarts sont plus grands dans les termes suivants; par 
exemple , la valeur calculée de a, n’est que les trois cinquièmes de la 
valeur observée; mais ce nombre a, répond à un événement dont la 
probabilité est au-dessous d’un centième. En s’arrêtant aux trois pre- 
miers termes de la série des nombres observés, on en déduit 

P= ^=° 1 5 , 8°6, p = i — ^=o,5344i, p= i~^ = o,53o55 ; 

quantités qui diffèrent très peu entre elles, et dont la moyenne, on le 
tiers de leur somme, est 

p ■= 0,52760, 





•i 



qui diffère à peine de o^>a, de la valeur ” de p, résultante de l’en- 
semble des épreuves. 

J’ai choisi cette expérience à cause du nom de l'auteur, et parce que 
l’ouvrage où elle se trouve, la rend authentique. Chacun en peut faire ' 
beaucoup d’autres de la même espèce , soit avec une pièce de monnaie, 
soit avec un dé à six faces. Dans ce dernier cas, le nombre de fois que 
chaque face arrivera, sur un très grand nombre d’épreuves, sera à 
très peu près nn sixième de celui-ci , à moins que le dé ne soit faux ou 
mal construit. 

( 5 i). Le théorème sur lequel est fondée la règle précédente est dû à 
Jacques Bernouilli, qui en avait médité la démonstration pendant 
vingt années. Celle qu’il a donnée se déduit de la formule du binôme 
au moyen des propositions suivantes. 

Soient, à chaque épreuve, pe t y les chances données des deux évé- 
nements contraires E et F; soient aussi g, h, k , des nombres entier», 
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tels que l’on ait • 

P~ f» 9 = p g + h — k, p + q= | ; 

désignons par m, n, p, d'autres nombres entiers, liés à g, h, k, 
4 >ar les équations 

m = gk, n = hk, p = m + n = (g+h)k, 

de manière que les chances p et q soient entre elles comme les nom- 
bres mets, que l’on pourra rendre aussi grands qu’on voudra en 
augmentant convenablement g, h, k, sans changer leur rapport. 
Cela posé 

i". Dans le développement de ( p -f- qY, le terme le plus grand 
sera celui qui répond au produit p m q', et comme ce terme est la 
probabilité de l’arrivée de m fois E et de n fois F (n° 14 ), il s’ensuit 
que cet événement composé, c’est-à-dire, l'arrivée des événements 
en raison directe de leurs chances respectives , est le plus probable de 
tous lés événements composés qui peuvent avoir lieu dans un nombre 
quelconque p. d’épreuves. 

a*. Si ce nombre p. est très grand, le rapport du plus grand terme 
du développement de (p -+■ q Y à la somme de tous les termes, ou à 
l’unité, sera une très petite fraction, qui diminuera indéfiniment 
à mesure que p augmentera encore davantage; par conséquent, dans 
une lougue série d’épreuves , l’événement composé le plus probable, 
le sera cependant très peu , et de moins en moins à mesure que les 
épreuves seront plus long-temps prolongées. 

5*. Mais si l’on considère dans le développement de (p-{-qY,*oa 
plus grand terme , les l termes qui le suivent et les l termes qui le 
précèdent , et si l’on désigne par A la somme de ces a l + 1 termes con- 
sécutifs , on pourra toujours, sans changer ni pmq, prendre p assez 
grand pour que la fraction A diffère de l’unité, d’aussi peu qu’on vou- 
dra; et à mesure que p. augmentera encore davantage, A approchera 
de plus en plus d'être égal à un. On conclut de là que dans une longue 
série d’épreuves, il y a toujours une grande probabilité A que l'évé- 
nement E arrivera un nombre de fois compris entre les limites nvàplj 
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el F un nombre «le fois compris entre nqpl; de telle sorte que saDs 
changer I intervalle ni des limites de ces deux nombres, on pourra 
rendre le nombre p des épreuves assez grand pour que la probabilité A 
soit aussi approchante qu'on voudra de la certitude. Si l’on prend les 
rapports de ces limites au nombre p des épreuves, que l'on ait égard 
aux équations précédentes, et qu’on fusse 

- • • « • 

* = pz±J'=p',.<]=F<r = <]', 

'Ces rapports seront p' et q'; et comme la fraction j' diminuera indéfi- 
niment à mesure que p. augmentera, il s’ensuit que ces rapports, va- 
riables avec p, approcheront aussi indéfiniment, et avec une très 
grande probabilité, des chances p et q de E et F ; ce qui est l’énoncé 
du beau théorème de Jacques Bernouilli. 

Nous renverrons pour la démonstration de ces propriétés des termes 
du développement de [p + qY aux ouvrages où elle est exposée (*). 

Celle du théorème même , que l’on trouvera dans le chapitre sui- 
vant, est fondée sur l’emploi du calcul intégral. En attendant, on ne, • 
doit pas perdre de vue que ce théorème suppose essentiellement l’in- . 
variabilité des chances des événements simples U et F, pendant toute 
la durée des épreuves. Or, dans les applications du calcul des probabi— , * • 

lités, soit a divers phénomènes physiques, soit à des choses morales, . . 

ces chances varient le plus souvent d’une épreuve à une autre, el le 
plus souvent aussi, d’une manière tout-à-fait irrégulière. Le théorème .. ", ‘ . * 

dont il s agit ne suffirait donc pas dans ces sortes de questions; mais il ' 

existe d autres propositions plus générales, qui ont lieu quelle que soit ■ ■' . 

«•la variation des chances successives des événements, et sur lesquelles 
sont fondées les plus importantes applications de la théorie des proba- 
bilités. Elles seront également démontrées dans les chapitres suivants; 

on en va maintenant donner l’énoncé, et en déduire la loi des grands 
nombres, que l’on a considérée dans le préambule de cet ouvrage, 



'*) conjeelamii ; pars quarts. 7 rai té élémentaire des jnobabiKtét de M. • . 

croix; r” section. i 

• ■' . 
« . ' . . • ■ ' «8 
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comme un fait général , résultant d’observations de toutes natures. 

( 5 a). Dans un très grand nombre p. d’épreuves consécutives, repré- 
sentons la chance de l’événement E de nature quelconque, par p, a la 
première épreuve , par p, à la seconde , . . . par p p à la dernière. Soit 
aussi p' la moyenne de toutes ces chances , ou leur somme divisée 
par .leur nombre, ç’est-à-dire, 

P ft ='~ (/»•+/'. ‘i+fji / 

* . • * • 

en même temps, la cliance moyenne do l’événement contraire F séra 

la somme des fractions i — p,, i — p,,. . . i — p divisée par p; et* 
en la désignant par q', on aura p'-\-q' =? I. Cela étant, l’une des 
propositions générales que nous voulons considérer, consiste en ce 
que si l’on appelle m et n les nombres de fois que E et F arriveront 
ou sont arrivés pendant, la série de ces épreuves, les rapports de m 
■ et n au nombre total p. ou m n , seront , à très peu près et avec une 
très grande probabilité, les valeurs des chances moyennes p' et q', et 

réciproquement, p’ et q' seront les valeurs approchées de — et -. 

Lorsque ces rapports auront été déduits d’une longue série d’é- 
preuves , ils feront donc connaître les chances moyennes p' et q', de. 
-même qu’ils déterminent, par la règle du n* 49, les chances mêmes p 
et q de E et F , quand elles sont constantes. Mais pour que ces valeurs 
approchées de // et q 1 puissent servir, aussi par approximation , à 
évaluer les nombres de fois que E et F arriveront dans une nouvelle 
série d’un grand nombre d’épreuves, il faut qu’il soit certain, ou du 
moins très probable, que les chances moyennes de E et F seront 
exactement, ou à fort peu près les mêmes, pour cette seconde série 
et pour la première. Or, c’est ce qui a lieu effectivement en vertu 
d’une autre proposition générale dont voici l’énoncé. 

'* Je suppose que par la nature des événements E et F, celui qui 
arrivera à chaque épreuve puisse être dû à l’une des causes C„ 
C., Cj,...C,, dont r est le nombre, qui s’excluent mutuellement, 
et que je regarderai d’abord comme également possibles. Je désigne 
^>ar c, la chance que la cause quelconque C, donnera à l’arrivée de 
L’événement E; de manière qu’à une épreuve déterminée, à la pre- 
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inière, par exemple, la chance de E soit c, quand ce sera la cause C, 
qui interviendra, c. quand ce sera C,, etc. S’il n’y avait qu’une seule 
cause possible, la chauce de E serait nécessairement la même à toutes 
les épreuves; mais dans notre hypothèse, elle sera susceptible, à cha- 
que épreuve, d'un nombre v de valeurs également probables, et va- 
riera, en conséquence, d'une épreuve à une autre. Or, si l’on fait 



:-(<?. 4 -/\ + <?»•• 



c,), 



la somme des chances que E aura eu, dans un très grand nombre d’é- 
preuves déjà effectuées, ou que cet événement aura dans uoe longue 
série d’épreuves futures , divisée par leur nombre, sera, à très peu près 
et très probablement, égale à la fraction y, dont la grandeur est indé- 
pendante de ce nombre; par conséquent, la chance moyenne p' de E 
pourra être regardée comme étant la même dans deux ou plusieurs 
séries , dont chacune sera composée d’un très grand nombre d’é- 
preuves. • * . 

En combinant cette seconde proposition générale avec la première , 
on en conclut que si m~ est le nombre de fois que l’événement E arri- 
vera ou est arrivé dans un très grand nombre p d’épreuves, et m' 
dans un autre très grand nombre p', on aura , à très peu près et très 
probablement , 



Ces deux rapports seraient rigoureusement égaux entre eux , et à la 
quantité inconnue y, si les nombres p et p' pouvaient être infinis. 
Lorsque leurs valeurs données par l’observation différeront notable- 
ment l’une de l’autre, il y aura lieu de penser que dans l’intervalle 
des deux séries d’épreuves, quelques-unes des causes C,, C,, C,, etc., 
auront cessé d’être possibles, et que d’autres le seront devenues; 
ce qui aura changé les chances c,, c,, c,, etc., et par suite la valeur 
de y. Toutefois, ce changement ne sera pas certain , et nous donne- 
rons dans la suite l’expression de sa probabilité , en fonction de la ' 

différence observée ^ et des nombres d’épreuves p et p'. 

On fera rentrer cette conséquence des deux propositions précéden- 

. ■ 18.'. •••’ " 
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tes, dans le: théorème même de Jacques Bemouilli , en observant que 
dans l’hypothèse sur laquelle la seconde est fondée, la fraction est 
la chance de E, inconnue, mais constante pendant les deux séries d’é- 
preuves. En effet, cet événement peut arriver à chaque épreuve, en 
vertu de chacune des causes C, , C., C Jt etc. , qui ont toute une même 

probabilité - ; la chance de son arrivée en vertu de la cause quelcon- 

que C,, sera le produit ^ c„ d'après la règle du n° 5; et d'après celle du 
u* jo, sa chance complète aura pour valeur la somme des produits 

^ c.; c», etc., égale à la quantité y. .• . . . 

Pour plus de simplicité , nous avons regardé toutes les causes 
C, ,'C,, Cj, etc., comme également possibles; mais on peut supposer 
qqe chacune d’elles entre une ou plusieurs fois dans leur nombre 
total y ; ce qui les rendra inégalement probables. Ou désignera alors 
par vyi le nombre de fois que la cause quelconque C, sera répétée dans 
ce nombre v; la traction y. exprimera la probabilité de cette cause; et 
l'expression de y deviendra 

* «. * *..»■ ’ . 

y=y,c, + y*c. + ?tC)-h — 

On aura , en môme temps , ' 

• >.-+>. 4->s + — 

puisque l’uue des causes auxquelles ces probabilités se rapportcut, 
devra avoir lieu certainement à chaque épreuve. Lorsque le nombre 
des causes possibles sera infini , la probabilité de chacune d’elles de- 
viendra infiniment petite ; en représentant, dans ce cas, par x l’une des 
chances c,, c tJ c, ,. . ; . c, , dont la valeur pourra s’étendre depuis 
x = o jusqu’à x= i , et par Y dx, la probabilité de la cause qui 
donne cette chance quelconque x à l’événement E, on aura, comme 
dans Je n' 45, 

• . f p \dx=i. * 

(53). Supposons actuellement qu’au lieu de deux événements possibles 
E et F, il y en ait un nombre donné A, dont uti seul devra arriver à cba- 





Digitized by Google 






SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. ,4, 



que épreuve. Ce cas est celui où l'on considère une chose A d’une nature 
quelconque, susceptible d’un nombre A de valeurs, connues ou in- 
connues, que je représenterai par a,, a,, a s , « k , et parmi les- 

' quelles une seule devra avoir lieu à chaque épreuve, de sorte que 
celle qui sera arrivée ou qui arrivera sera, dans cette question, l’événe- 
ment observé ou l’événement futur. Soit aussi c (i „ la chance que la 
cause C,, si elle était certaine, donnerait à la valeur a„ de A. Las 
valeurs de c,„, relatives aux divers indices i et f, depuis iss 1 jusqu’à • 
‘ = ‘ et depuis 1 = 1 jusqu'à f s= A, seront connues ou inconnues; * 
mais pour chaque indice 1', on devra avoir 



c i., -h Ci,, 4- O.i + • • • .-}-c i>k = 1 ; 

■ • • i 1 

car si la cause C, était certaine, l’une des valeurs a,, a,, . . .a,, 

arriverait certainement en vertu de cette cause. Désignons, en outre, 
par a„, la somme des chances de a„, qui auront ou qui ont eu lieu dans 
un très grand nombre fJL dcprcuves consécutives, divisée parce nom- 
bre, c’est-à-dire, la chance moyenne de cette valeur a,, de A, dans 
cette série d’expériences. En considérant a „ comme un événement E, 
et l’ensemble des A — 1 autres valeurs de A comme l’événement con- 
traire F, on pourra prendre, d’après la seconde proposition générale 
du numéro précédent, 



a " = y> c '.v 4 - y,c,.u + 7&t,v 4 - 4 - 7 ,c tJ ,; 

>..>.»>«> • • • y,, étant toujours les probabilités des diverses causes 
qui peuvent amener les événements pendant la série d’épreuves, ou 
autrement dit, qui peuvent produire les valeurs de A que l’on a ob-’’ 
servées ou que l’on observera. Cela posé, la troisième proposition gé- ' • 
nérale qui nous reste à faire connaître, consiste en ce qne la somme ’ 
de ces fi valeurs de A, divisée par leur nombre, ou la valeur moyenne 
de cette chose, différera très probablement fort peu de la* somme de 
toutes scs valeurs possibles, multipliées respectivement par leurs chari- 
. ces moyennes. Ainsi, en appelant s la somme des valeurs effectives 
de A, on aura, à très peu près et avec une grande probabilité, 





\ 
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de telle sorte que si l'on désigné par J' une traction aussi petite que 
l’on voudra, on pourra toujours supposer le nombre /jl assez grand 
pour rendre aussi peu différente que l’on voudra de l’unité, la proba- 
bilité que la différence des deux membres de cette équation sera , 
moindre que J'. Observons de plus que d'après l'expression précé- 
dente de a„, et les valeurs de a,, a,, a,, etc., qui s’en déduisent, le se- 
cond membre est indépendant de n; quand ce nombre est très grand, * 
la somme s lui est donc sensiblement proportionnelle ; par conséquent, 
si l’od représente par s’ la somme des valeurs de A dans une autre 
série d’un très grand nombre d’épreuves, la différence des rap- 
ports s - et sera très probablement fort petite; et en la négligeant, 



* *♦« 



t 

P 



/ 

p’’ 



Dans la plupart des questions, le nombre A des valeurs possibles 
de A est infini; elles croissent par degrés infiniment petits, et sont 
comprises entre des limites données; et la probabilité que la cause 
quelconque C, donne à chacune de ces valeurs devient , par consé- 
quent, infiniment petite. En représentant ces limites par l et F, et 
par Z fl* la chance que donnera C, à une valeur quelconque 2, qui 
pourra s’étendre depuis z=zl jusqu’à 2 = F , on aura 

/>* = ,; ; 

la chance totale de cette valeurs, ou à très peu près sa chance moyenne 
pendant la série des épreuves, sera Zdz , en faisant, pour abréger, 

y, Z, + >.Z, -f- >jZ, y, T a, = Z; 

et il en résultera 

- = Zidz. 

p J 1 

La quantité Z sera une fonction connue ou inconnue de z ; mais la 
somme des fractions y,, y., y,, etc. , étant l'unité, ainsi que chacune 

des intégrales f - Z ,di, Ijlz , ^ ZJx , etc., on aura toujours 

; . f\ Uz = V ; . , ' . " * 
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. soit qu'il U y ail qu’nn nombre limité t de canses possibles, soit qu'il 
y en ail un nombre illimité, ou qu’on ait » = 00 . 

■ (54). Maintenant , la loi des grands nombre réside dans ces deux 
équations 



m rt%' s s 




applicables à tous les cas d’éventualité des choses physiques et des 
choses morales. Elle a deux significations différentes dont chacune ré- 
pond à 1 une de ces équations, et qui se vérifient constamment l’une 
et 1 autre, comme on a pu le voir par les exemples variés que j’ai 
cités dans le préambule de cet ouvrage. Ces exemples «le tonte espèce 
ne pouvaient laisser aucun doute sur sa généralité et son exactitude; 
mais il était bon, à cause de l’importance de cette loi, quelle fût dé-, 
montrée tt priori ; car elle est la base nécessaire des applications du 
calcul des probabilités, qui nous intéressent le plus; et d’ailleurs sa 
démonstration, foudée surles propositionsdesdeux numéros précédents, 
a 1 avantage de nous faire connaître la raison meme de son existence. 

En vertu de la première équation, le nombre m de fois qn un évé- 
nement E, de nature quelconque , a lieu dans un très grand nombre p 
d’épreuves, peut être regardé comme proportionnel à p. Pour chaque 

nature de chose, le rapport — a une valeur spéciale y t qu’d atteindrait 

rigoureusement, si p pouvait devenir infini ; et la théorie nous montre 
que cette valeur est la somme des chances possibles de E à chaque 
épreuve, multipliées respectivement par les probabilités des causes 
qui leur correspondent. Ce qui caractérise l’ensemble de ces causes, 
c’eRt la relation qui existe pour chacune d’elles entre sa probabilité et 
la chance quelle donnerait , si elle était certaiuc, à l’arrivée de E. Tant 
que cette loi de probabilité ne change pas, nous observons la perma- 
nence du rapport ”, dans diverses séries composées d’nn grand nombre 

d’épreuves; si, an contraire, entre deux séries d’épreuves, celte loi 
a changé, et qu’il en soit résulté dans la chance moyenne^, un chan- 
gement notable , nous en serons avertis par un changement semblable 

dans la valeur de — : lorsque , dans l’intervalle de deux séries d’ob— 
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servatioos , des circonstances quelconques auront rendu plus probables 
les causes, physiques ou morales, qui donnent les plus grandes chances 
à l’arrivée de E , il en résultera une augmentation de la valeur de y 

dans cet intervalle , et le rapport ^ se trouvera plus grand dans la se- 
conde série qu’i( n’était dans la première ; le contraire arrivera , quand . 
les circonstances auront augmenté les probabilités des causes qui • 
donnent les moindres chances à l’arrivée de E. Par la nature de cet 
événement, si toutes ses causes possibles sont également probables, on * . 

aura Y = i ef^ = f; et très probablement, le nombre de Cois que 
E’ arrivera dans une longue série d’épreuves s’écartera très peu de la 
moitié de leur nombre. De même , si les causes de E ont des proba- 
bilités proportionnelles aux chances que ces causes donnent à son ar- 
rivée , et que leur nombre soit encore infini, on aura Y = pour 

que l'intégrale f Y dx soit l’uuité, il faudra que l’on ait < 7=2 ; il en ré- 
sultera donc >=f ; par conséquent dans une longue série d’épreuves, il y 
aura une probabilité très approchai! te delà certitude, que le nombre des 
arrivéesde E serai très peu près double de celui des arrivées de levéne- 
inent contraire. Mais dans la plupart des questions, la loi de probabi- 
lité des causes nous est inconnue , la chance moyenne y ne peut être 
calculée à priori , et c’est l'expérience qui en donne la valeur appro- 
chée et très probable , en prolongeant la série des épreuves assez loip 

pour que le rapport — devienne sensiblement invariable, et prenant 
alors ce rapport pour celte valeur. 

L’invariabilité presque parfaite de ce rapport ™ pour chaque nature 

' d’événements, est un fait bien digne de remarque, si l’on considère 
■ toutes les variations des chances pendant une longue séries d’épreuves. 

On serait tenté de l'attribuer à l'intervention d’une paissance occulte, . 
distincte des causes physiques ou morales des événements, et agissant 
dans, quelque vue d’ordre et de conservation; mais la théorie nous J 
montre que cette permanence a lieu nécessairement tant que la loi 
de probabilité des causai , relative à iliaque espèce d’événements, ne 
vient point à changer; en sorte qu’on dort la regarder, dans chaque 
cas, comme élaut l'état naturel des choses, qui subsiste de iui-méme t 
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sans le secours d’aucune cause étrangère, et aurait, au contraire, be- 
soin d’une pareille cause pour éprouver un notable changement. On 
peut le comparer à l’état de repos des corps , qui subsiste en Vertu de 
la seule inertie de la matière tant qu’aucune cause étrangère ne vient 
le troubler. 

(55). Avant de considérer la seconde des deux équations précé- 
dentes, il est bon de donner quelques exemples relatifs à la pre- 
mière , et propres à éclairer la question. 

Supposons qu’on ait un nombre r d’urne&C,, C„ C», . . .C r , contenant 
des boules blanches et des boules noires. Désignons par c„ la chance 
d’amener une boule blanche en tirant dans l’urne quelconque €«; la- 
quelle chance pourra être la même pour plusieurs de ces urnes. On 
prend au hasard une de ces urnes que l’on remplace par une urne 
semblable ; on en prend ensuite une seconde f aussi au hasard et que 
l’on remplace également par une semblable ; puis une troisième que 
l'on remplace de même ; et ainsi' de suite , de manière que l’ensemble 
des urnes C, , C,, C,, etc., demeure toujours le même. On formé ainsi 
une série d’urnes B,, B,, B,, etc., indéfiuiment prolongée} qui ne 
renferme que les urnes données C, , C, , C J( etc., plus ou moins répé- 
tées. Désignons la chance d’extraire une boule blanche de B, par 
b,, de B, par b,, de B, par b it etc. , de sorte que la série indéfinie 
b „ b„ b„ etc., ne contienne aussi que les chances données c,,c„ c„etc., 
qui pourront y être répétées. Cela étant, on. tire une boule de B, , une 
de B,, une de B,, etc., jusqu’à l’urne B,, inclusivement. En appelant S 
la chance moyenne de l’extraction d’une boule blanche ns ces rn ti- 
rages successifs, on aura „ 

.■< M #. <d âp'vÿl >- - - v « » ». m * '«• -* • Mi 

G = ; (.b, -h b, -f- b, -f- ... H- 6,,). 

I 5 ’ *n#*OtnrtîsirO# *. tWf 

I -t 1,1 f 

Or, les urnes C,, C,, C,, etc. , représentent les v seules causes possibles 
de l’arrivée d’une bonle blanche à chaque épreuve; par conséquent, 
si fi est un très grand nombre, que l’on fasse, comme plus haut, 

>=;(c. 4* c. -f c, c,), 

. . . Tiv*. Ta*rers s 

- • >9 
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et que l’on désigne par m le nombre de boules blanches qui seront ex- 
traites, on aura, d’après ce qui précède, -• ■ 

- = 6, S = y, fn — ny, • 

à très peu près et arec une grande probabilité. Ainsi le nombre m ne 
changera pas sensiblement si l’on répète les tirages sur les mêmes 
urnes B, , B. , B,,. . . B,,, ou sur un nombre pt d’autres urnes consécuti- 
ves, et si on les effectue sur un autre très grand nombre fi d’urnes, le 

nombre de boules blanches qui arriveront aura pour valeur ap- 
prochée et très probable. 

Si l’on extrait pi fois de suite au hasard , une boule de l’ensemble 
des urnes C, , C. , C, , etc. , en remettant à chaque fois la boule extraite 
dans l'orne dont elle est sortie, la chance d’extraire une boule blanche 
sera la même à toutes. les épreuves, et égale à y d’après la règle du 
n° io; lorsque leur nombre sera très grand, celui des boules blanches 
que l’on amènera sera donc , en vertu de la règle du n* 49, à très peu 
près et très probablement égal au produit py , comme dans la question 
précédente; mais ces deux questions sont essentiellement distinctes; 
et les deux résultats ne coïncident que dans le cas où pi est un très 
grand uopibre. Quand il ne l’est pas , la chance d’amener un nombre 
donné m déboulés blanches dépend , dans la première question, non- 
seulement du système des urnes données C,, C,,C„ etc., mais aussi du 
système des ufhes B, , B,, Bj, etc. , que l’on en a déduit au hasard. Je 
réduis , par exemple , les urnes données à trois C, , C. , C,, et je prends 
pi — a et m = i , de sorte qu’il s’agisse de savoir quelle est la chance 
de tirer une boule blanche de l'une des deux urnes B, et B,, et une 
boule noire de l’autre. Relativement à ces deux urnes, il peut arriver 
neuf combinaisons différentes que j’indiquerai de cette manière : 

B, = B» = C|> B, =B,= C,, B,=B,=Cj, 

B, = C, et B. = C., B, = C, et B, = C s , B, = C, et B, = C„ 

B, = C, et B, = C, , B, = Cj et B, = C, , B. = C, et B, = C,. 

Pour chacnuede ces neuf combinaisons, la chance demandée aura une 
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valeur déterminée; ses neuf valeurs possibles selon la combinaison 
qui aura eu lieu, seront 

2C, ( I — C,), 3C.( I — C,), 2Cj ( I Cj) , 

.£ 

pour les trois premières; 

c,(i— c,), c,(i— Cj)-K,(i— c,), C.(|— 

pour les trois intermédiaires; et les mêmes que celles-ci, pour les trois 
dernières. Il est aisé de voir que la valeur moyenne de ces neuf chances, 
ou leur somme divisée par neuf, doit être la chance d'amener une 
blanche et une noire, en tirant une première fojg au hasard dans le 
groupe des trois urnes C t , C, , C, , puis une seconde fois après avoir re- 
mis la première boule extraite dans l’urne d'où elle serait sortie. Et, 
en effet, cette chance serait le double du produit de v(c,-f-e,-t-c,) et 
de. i — 3 (ç, -+* c, quantité égale au neuvième de la somme des 

neuf chances précédentes. 

Avant que le système des urnes B,, B„ B,, etc., soit formé et dé- 
duit du système des urnes données, nous n’aurions aucune raison de 
croire que la n"”' urne B, sera plutôt l’une que l’autre des urnes C, , 
C, , € 3 , etc.; pour nous, la probabilité de l’extraction d’une boule 
blanche au n"*' tirage serait donc la somme des chances c, , c„ c J( etc., 
dryisée par leur nombre, c'est-à-dire la quantité y; mais quoique 
elle soit la même pour tous les tirages , et que leur nombre fi fût aussi 
grand qu’on voudra, nous ne serions pas autorisés à Sx conclure, en 
vertu de la seule règle du n* 49 , que le nombre m des extractions de 
boules blanches, des urnes B„ B„ B„ etc., devra s’écarter très proba- 
blement fort peu du produit juy; car on ne doit pas perdre de vue 
que cette règle est fondée sur la chance propre de l’événement que 
l’on considère , et non sur sa probabilité, ou la raison que nous pou- 
vons avoir de croire qu’il arrivera. . 

( 56 ). Pour second exemple, je suppose que l’on ait un très grand 
nombre de pièces de cinq francs, que fappellerai A,, A., A,, etc., et 
dont chacune présentera une de ses deux faces, en retombant à terre 
après avoir été projetée en l’air. Relativement à la pièce quelcon- 
que Ai, je désignerai par a, la chance de l’arrivée de /été, qni dépen- 

19.. 
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(ira de la constitution physique de cette pièce. La valeur de a, sera 
inconnue à priori; on la déterminera par l’expérience en projetant Ai 
un très grand nombre de fois m; et comme cette chance demeurera 
constante pendant cette série d’épreuves, si tête arrive un nombre rt, 
de fois, on pourra prendre, par la règle du n* 49, 




pour sa valeur approchée et très probable. On s’eu servira ensuite 
pour calculer les probabilités des divers événements futurs, relatifs à la 
projection de la même pièce A, : on pourra parier à jeu égal , m con- 
tre m- — n, que télg arrivera dans une nouvelle épreuve , m * con- 
tre m * — n,* qu’il arrivera deux fois dans deux épreuves successives, 
a», ( m — n, ) contre m*— an, (m—m ) que tête aura lieu une fois seule- 
ment dans ces deûx épreuves, etc. Dans une nouvelle série d’un très 
grand nombre m' d'épreuves , le nombre de fois n,' que tête arrivera , 
aura, à très peu près et avec une grande probabilité, le produit m'/i, pour 

valeur, toujours d’après la règle du n* 49; les deux rapports ^ et ^ , 

devront donc s'écarter très peu l'un de l'autre; mais, toutefois à raison 
de ce que celte valeur'sde o, donnée par l’expérience , est seulement 
très probable et non pas certaine, la probabilité du peu de diflefènee 
de ces deux rapports ne sera pas si grande-, comme on le verra par 
la suite , que si la valeur de cette chance a, était certaine et donnée 
à priori. 

Au lieu de projeter la même pièce un très grand nombre de fois, 
supposons que l’on emploie successivement un très grand nombre p. de 
pièces de cinq francs, prises au hasard parmi celles qui proviennent 
d’un même mode de fabrication, et soit n le nombre de fois que tête 
arrivera. Appelons a la chance moyenne de l'arrivée de tête, non pas seu- 
lement pour toutes les pièces dont on aura fait usage, mais pour toutes 
les pièces delà même espèce et provenant delà même fabrication. En 
vertu des deux propositons générales du n° 5 a, nous aurons, à très 
peu près et très probablement. 
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comme si les chances inconnues a , , a,, a it etc.,, étaient toutes égales 
entre elles. 

Selon que l’on trouvera ; ou - < J, on en conclura que dans 

les pièces de cinq francs de cette fabrication, la chance de l’arrivée 
de tête est généralement plus grande Ou moindre que celle de l’arri- 
vée de la face opposée. A l’égard d’une pièce A, en particulier, la chance 

a , étant différente de a, il pourra arriver que l’on ait ^ < î en même 

temps que ^ >i, ou bien en même temps qyc^ > j. 

Si l’on projette de nouveau les mêmes pièces de cinq francs, ou, plus 
généralement , un très grand nombre p' d'autres pièces de la même 
espèce, provenant de la même fabrication, et à la même effigie, la 
quantité « , telle quelle a été définie , ne changera pas ; par consé- 
quent, «' étant le nombre de fois que tête arrivera dans cette nou-- 
velle série d’épreuves, on devra avoir 



de même que l’on a 




pour une même pièce A, dans deux séries d’épreuves différentes. Mais 

ces rapports - et ^ » seront inégaux en général, lorsque les pièces em- 
t* r 

ployécs dans les deux séries d’épreuves ne seront pas d’une même 
espèce, ou proviendront d’une fabrication différente, de même 

que le rapport ^ varie d’une pièce A. à une autre. 



(57). Quoique les chances constantes et les chances moyennes des 
événements se déterminent de la même manière et avec la même pro- 
babilité par l’expérience , il y a cependant des différences essentielles 
dans les usages que l’on en peut faire. I a chance moyenne comme la 
chance constante fait connaître immédiatement la probabilité de l’ar- 
rivée, dans une nouvelle épreuve isolée, de l’événement que l’on con- 
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sidère; mais il n’en est pas toujours de même , quand il s'agit de l’arri- 
vée d’un événement composé de celui-là. 

. Je prends pour exemple la similitude des résultats dans deux pro- 
jections successives d’une pièce de cinq francs. Il y aura alors deux cas 
différents à examiner. On pourra supposer que ce couple d’épreuves 
aura lieu avec deux pièces, différentes ou non, prises au hasard parmi 
toutes les pièces A, , A,, A,, etc. , d’une même fabrication et dont je 
désignerai par A le nombre total , ou bien avec une même pièce prise 
également au hasard; dans le premier cas, la probabilité de la simili- 
tude ne dépendra que de la quantité * du numéro précédent, et sera 
la même que s’il s’agissait de chances constantes; dans le second cas, 
elle dépendra, eu outre, d’uue autre quantité inconnue, par laquelle 
elle différera de sa valeur relative à des chances invariables. 

Pour le faire voir, j’observe que relativement à deux pièces quel- 
conques A, et A,,, la probabilité de la similitude des résultats dans 
deux épreuves consécutives, a pour valeur 

a,a„ + (i — a,) ( i — fl„). 

Dans le premier des deux cas que nous voulons considérer, chacune 
des pièces A, , A,, A,, etc., pouvant être combinée avec elle-même et 
avec toutes les autres, le nombre de ces combinaisons également possi- 
bles sera le carré de A, et en désignant par s la probabilité complète de 
la similitude, nous aurons , d’après la règle du n* io, 

î = 2(i — b,)2(i — a,,)]; 

les sommes 2 s’étendent depuis i= i et i*= i jusqu’à i = A et i’ = A. 
Je fais 

a = ±(t. •+• k); fl, = K 1 + k + <?,), a, = + 

k, if), J', , k -f- d', , k -f- S'i,, désignant des fractions positives ou négati- 
ves,- dont la première se déduira du rapport^ du numéro précédent, 
donné par l’observation, et les autres varieront d’une pièce à une 



Digitized by Google 



SUR LA PROBABILITÉ DES JUGEMENTS. i5t 
autre, de telle sorte que l'on ait 

= o, — o. 

On aura , en même temps, 

» — «. J= ï ( i — * — J'.), « — a u = i(i — * — JV); . 

au moyen des équations précédentes , les sommes 2 qui entrent dans 
l'expression de r se réduiront à 

2«i = iA(i+Â), 2a,=iA(. +*)j 
S (t -r- «,) =* ïA (1 — k), 2 ( i -fl„) = iA(i — k)-, 

et il eû résultera ■ • 

■* = {(« + **); 

quantité qui ne dépend que de A:, ou de la chance moyenne a de 
l’arrivée de tête, et nullement des inégalités dechances J 1 ,, J 1 ,, etc. 

Si l’on répété la projection de deux pièces prises au hasard, un très 
grand nombre a de fois, s sera aussi la chance moyenne de la similitude 
dans cetfe série d 'épreuves doubles ; en désignant par b le nombre de 
fbis*que la similitude arrivera, on aura donc approximativement, d’a- 
près len* 5a, 

. * , 

b — as ; 

» l ' , 

ce qu’on pourra vérifier par l’expérience. 

Dans le second cas , où chaque couple d’épreuves doit être fait aveé 
une même pièce, la probabilité de la similitude relativement à la 
pièce quelconque A;, aura pour expression 

a ,‘ + ( « — )*; 

et si l’on appelle s 1 ja probabilité complète de la similitude, on en 
conclura 

y = isd<*+isc« - a,r. 
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équation qui se réduit à 



•r 



s' = j(«+** + *•), 




en ayant égard à l’expression de a,, et faisant, pour abréger, 

!**-.*• ; • ; .. 

Or, on voit que cette probabilité s' surpasse la probabilité s qui avait 
lieu dans le premier cas, et qu’elle dépend d’une nouvelle inconnue h, 
dépendante elle-même des inégalités J,, J~,, etc. 

Si l’on répète un très grand nombre de fois a', la projection deux 
fois de suite d’une même pièce prise au hasard, / exprimera la pro- 
babilité de la similitude dans cette série d’épreuves doubles; en repré- 
sentant par b' le Dorabre de fois que la similitude arrivera, nous au- 
rons donc à très pen près, 

.. . b’ = «V j 

ce qui servira à déterminer la valeur de h, celle de h étant déjà 
connue. • . ‘ . 

{58)., Je ferai remarquer que si l’on projette trois fois de suite tue 
même pièce prise au hasard parmi A, , A, , A, , etc., la. probabilité de 
la similitude des trois résultats s’exprimera au moyen de la probabilité 
précédente s' , et sera connue, par conséquent, sans recourir à de 
nouvelles expériences. En effet, relativement à la pièce quelconque A j 
cette probabilité sera . • ’ . 

-f- ( i — 

en appelant s‘ sa valeur complète , on aura doue 

/»= I W + -«.)*; . 

et d’après les notations précédentes, il en résultera ’ 
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ou, ce qui est la même chose, 

/ = - ( 3x' — i ). 

* • 

Cette quantité f" sera aussi la chance moyenne de la similitude 
dans une très longue série de triples épreuves ; si donc on désigne 
par ci' leur nombre , et par b" le nombre de fois que la similitude arri- 
vera , nous aurons 

b" = aY. 

b' b" 1 * 

En mettant —, et —. au lieu de s' et s" dans l'équation précédente, on en 
déduira cette relation 

a' a" = 3 h' a" — ib'a' , 

entre les nombres a', ci, b’ , b’ , qui sera d’autant plus approchée et 
d'autant plus probable qu'ils seront plus grands. 

Puisqu’elle est indépendante de la loi des quantités a, , a,, a,, etc., 
elle subsistera également quand elles seront toutes les mêmes, c’est-à- 
dire, lorsqu’au lieu de changer de pièce à chaque épreuve double et à 
chaque épreuve triple, ou emploiera toujours la même; par consé- 
quent, si l’on projette une même pièce un très grand nombre de fois 
que je représenterai par 6c; que l’on partage cette série d’épreuves 
simples, en épreuves doubles composées de la première épreuve simple 
et de la seconde, de la troisième et de la quatrième, et ainsi de suite; 
qu’on la divise aussi en épreuves triples, composées de la première, la 
deuxième, la troisième, épreuves simples, de la quatrième, la cinquième, 
la sixième, et ainsi de suite; et qu’on applique l’équation précédente à 
ces deux séries d’épreuves doubles et triples , on aura 

ci — 3é , ci' = a<? , 

. • * ks.'o 

ce qui réduira cette équation à celle-ci 

c = b’ — b', 



MW'.. 



qui signifie que le nombre des similitudes doubles moins celui des si- 
militudes triples, sera égal au sixième du nombre total des épreuves 
simples. 

ao 



* + 
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On obtiendrait des relations analogues entre les nombres de ces si- 
militudes et de celles qui seraient composées de plus de deux ou trois 
épreuves simples. , 

(üg). Ces considérations s’appliquent immédiatement aux naissances 
masculines et féminines; il suffit , pour cela, de remplacer les pièces 
A,, A„ Aj, etc., parautaut de mariages différents, et de prendre pourn,, 
- la chance de la naissance d'un garçou dans le mariage quelconque dési- 
gné par A,. 

En France, le nombre des naissances des deux sexes s'élève annuelle- 
ment à près d’uu million ; et dans ce nombre total, l'observation montre 
que le rapport des naissances masculines aux naissances féminines 
excède l’unité d’environ un quinzième ;.pendant les dix années écoulées 
depuis i8i7jusqu’à i8a6, sa valeur moyenne a été de i,o 656 , dont ses 
valeurs extrêmes se sont à peine écartées d’un demi-centième, en plus 
ou en moins. C’est sur les observations de cet intervalle de temps que 
sont fondés les résultats de nnïli mémoire sur la proportion des nais- 
sances des deux sexes (*). De 1817 à i 855 inclusivement, le rapport 
moyen a été 1,061 g; ce qui ne diffère pas non plus d’un demi-centième 
de sa valeur pendant les dix premières de ces dix-sept années. 

La cause de la prépondérance des naissances masculines nous est in- 
connue; il y a lieu de croire qu’elle varie beaucoup d’un mariage à un 
autre, et que les chances a,, a„ a„ etc., sont très inégales, de telle sorte 
que beaucoup d’entre elles s’abaissent, sans doute, au-dessous de 7. 
Cependant, comme on voit, la proportion des naissances annuelles des 
deux sexes a très peu varié pendant une période de dix-sept ans; ce qui 
présente une vérilication remarquable de la loi des grands nombres. 

En prenant pour le rapport d’un grand nombre de naissances mas- 
culines an nombre correspondant des naissances des deux sexes, ce rap- 
port sera aussi la chance moyenne de la naissance d’un garçon , et l’on 

aura ^ pour la valeur de la quantité k du n* 57. Nous ignorons si la 

chance d’une naissance masculine restera la même à chaque enfant qui 
naîtra d’un même mariage, ou bien si elle variera, par exemple, comme 



(*) Mémoires de t Académie des Sciences , touie IX. 
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elle variera d'un mariage à un aulre. Dans le second cas, la chance 
moyenne de la similitude du sexe des deux premiers nés sera j (i-4-J-*), 
et n’excédera j que d'à peu près un demi-millième. Par conséquent, le 
nombre de foisquecettesimilitudcanralicu,dansun très grand nombre 
de couples de premiers nés, surpassera d’un demi-miilième la moitié de 
celui-ci. Dans le premier cas, le premier de ces deux nombres pourra 
surpasser de beaucoup plus la moitié du second, à raison de la quantité 
inconnue A que renfermera alors l’expression j (i-f-A*-+-A*) de la chance 
moyenne de la similitude. La relation du numéro précédent aura tou- 
jours lieu entre les nombres des similitudes de sexe des deux pre- 
miers-nés et des trois prèmiers-nés , observées dans un très grand 
nombre de mariages. 

(Go). En vertu de la seconde équation du n° 54, si A est une chose 
quelconque, qui soit susceptible de différentes valeurs à chaque 
épreuve, la somme de ses valeurs que l’on observera dans une longue 
série d’épreuves, sera à très peu près et très probablement, proportion- 
nelle à leur nombre. Le rapport de celte somme à ce nombre, pour une 
chose déterminée A, convergera indéfiniment, à mesure que ce nom- 
bre augmentera encore davantage, vers une valeur spéciale qu’il attein- 
drait si ce nombre pouvait devenir infini, et qui dépend de la loi de pro- 
babilité des diverses valeurs possibles de A. Ou fera sur ce rapport des 
remarques semblables h celles que nous avons faites dans le n° 54, eu 
considérant la première équation de ce numéro. 

La seconde équation, ou plutôt celle-ci 

’-^J'Zzdz, 

donnera lieu comme la première, à de nombreuses et utilesapplications. 

Je suppose, par exemple, que «soit un angle que l’on veut mesurer. 
Cet angle existe; sa grandeur est unique et déterminée; mais l’angle 
que l’on mesure à chaque opération, est une chose susceptible d’un 
nombre infini de valeurs différentes, à raison des erreurs inévitables et 
variables des oltservatîons. Je prends cet angle , qui sera mesuré succes- 
sivement un grand nombre de fois, pour la chose A, de sorte que Zdz 
exprime la chance d’une valeur quelconque z de A, résultante de la 
construction de l’instrument et de l’adresse de l’observateur. Soit k 

30 .. 
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l'abscisse du centre de gravité de l’aire d’une courbe plane, dont z et Z 
sont 1 abscisse et l’ordonnée, et qui s’étend depuis z = / jusqu’à s= t , 
en désignant, comme dans le n* 53, par l et l ' les limites des valeurs 
possibles de A. Faisons 

z= k + x, lssk + h t t = k + h'-, 

et représentons par X ce que Z devient quand on y met k- f-x au Heu 
de z ; nous aurons 

Z dz s= ^ \dx =i, f \xdx — o, 
et par conséquent, à très peu près, 




en vertu de l’équation citée, dans laquelle s est la somme des valeurs de A 
que l’on obtiendra dans un grand nombre d’épreuves. C’est donc vers 

la constante k que sa valeur moyenne ^ convergera de plus en plus, à 

mesure que ft augmentera davantage ; mais lors même que ce rapport 
sera devenu sensiblement constant, c’est-à-dire, lorsqu’il sera sensi- 
blement le même dans plusieurs séries d’autres grands nombres de me- 
sures, il pourra quelquefois arriver que cette moyenne diffère beaucoup 
de l’angle a. qu’on veut déterminer : elle sera toujours la valeur ap- 
prochée de la constante y qui peut ne point coïncider avec cet angle. 
En effet , soit 

s = a 4- «, / = i + g, f = * + g'; 

appelons U ce que devient Z quand on y met » -f -u au lieu de a ; 
nous aurons 

J~ r Zciz = f*Vdu = i, hzHL+ff Vudu. 

La différence u, entre l’angle * et une valeur possible z de l’angle 
mesuré A, est l’une des erreurs possibles de l’instrument et de l’obser- 
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valeur; elle peut être positive ou négative, et s’étendre depuis 
jusqu’à u = g l ; sa probabilité infiniment petite est U du. Or, s’il n’y a 
dans la construction de l’instrument aucune cause qui donne aux er- 
reurs positives de plus grandes chances qu’aux erreurs négatives , ou 
réciproquement , et qu’il en soit de même pour la manière d’opérer 
de l’observateur, les limites g et g 1 seront égales et de signes contrai- 
res , la fonction U sera égale pour des valeurs de la variable u égales 
et de signes contraires, et il en résultera 




Dans ce cas, qui est le plus commun, le rapport s - sera donc la va- 
leur approchée de et. Mais, si l'instrument par sa construction, ou l’obser- 
vateur par sa manière de viser, donne quelque prépondérance, soit aux 
chances des erreurs positives, soit à celles des erreurs négatives, l’in- 
tégrale précédente ne sera plus nulle, les constantes et et A - différeront 

‘l’une de l’autre, et le rapport - s’écartera notablement, en général, 

de la véritable valeur de et. On ne pourra s’apercevoir de cette circons- 
tance, qu’en mesurant le même angle, soit avec d’autres instruments, 
soit par d'autres observateurs. Je me bornerai ici à indiquer cette ap- 
plication du calcul des probabilités : en ce qui concerne les erreurs 
des observations, et les méthodes de calcul propres à en diminuer et 
évaluer l’influence, je renverrai à la Théorie analytique des probabili- 
tés et aux mémoires sur ce sujet que j’ai insérés dans la Connaissance 
des teins (*). 

(61). Pour second exemple de l’équation citée au commencement 
du numéro précédent, supposons que les causes désignées par C,, 
C,, C,, etc. , soient toutes celles qui déterminent les chances de durée 
de la vie humainêdans un pays et à uneépoque déterminés. Ces causes 
sont, entre autres, les diverses constitutions physiques des enfants 
qui naissent, le bien-être des habitants, les maladies qui abrègent cette 



(*) Années 1819 et i 83 a. 



: * 



«58 RECHERCHES 

durc’c , et sans doute aussi quelques causes résultantes de la vie elle- 
même. qui l’empêchent de se prolonger au-delà de limites quelles n’a 
jamais dépassées : il y a lieu de croire, en effet, que si les maladies 
étaient les seules causes de mort, et quelle fi.1t, pour ainsi dire, acciden- 
telle, quelques-uns des hommes parmi le nombre immense de ceux qui 
ont vécu, auraient échappé à ces dangers pendant plus de deux siècles; 
ce qu’on n’a jamais observé. La chose A sera alors le temps que vivra 
un enfant qui vient de naître; s exprimera une valeur possible de A , 
et Zdz la chance de z résultante de toutes les causes, quelles quelles 
soient, qui peuvent la déterminer, non pas pour un enfant en particu- 
lier, mais pour l’espèce humaine, dans le lieu et à l'époque que l’on 
considère. Ainsi , concevons qu’une certaine constitution physique en 
naissant , donne une chance Z'dz de vivre précisément un temps égal 
à :, qu’une autre constitution donne une chance Z'dz de vivre jus- 
qu’au même âge, etc.; soient aussi £', Ç*, etc. , les probabilités de 
ces diverses constitutions : à raison de ces causes, la fonction Z sera 
la somme Ç'Z' + £"Z’ r -f- etc., étendue à toutes les constitutions possi- 
bles ; et si ce nombre est infini, Z se changera en une intégrale définie,' 
qui aura une valeur inconnue, mais déterminée. Dans le pays où les 
hommes naissent le plus forts ou le mieux constitués, cette intégrale aura 
sans doute la plus grande valeur; dans chaque pays, elle pourra n’ètre 
pas la même pour les deux sexes; sans doute aussi les valeurs de Z', 
Z", Z m , etc., dépendront d’ailleurs des maladies possibles et du bieh- 
ètre des habitants : la fonction Z sera différente, et par suite, l’inté- 
grale de Zuh le sera aussi, à deux époques éloignées l’une de l’autre, 
si dans l’intervalle quelque maladie a disparu, ou que le bien-être 
du peuple ait augmenté par le progrès de la société. On pourra , si 
l’on veut, prendre zéro et l’infini pour les limites / et f de cette inté- 
grale , en considérant Z comme une fonction qui s’évanouit au-delà 
d’une valeur de z, inconnue aussi bien que la formelle Z. Cela étant, 
les valeurs observées de A seront les âges auxquels sont morts en très 
grand nombre fz d’individus nés dans -un même pays et vers la même 
époque; et en appelants- la somme de ces âges, on aura, à très peu 
près et très probablement, 
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par conséquent, ce rapport - , ou ce qu’on appelle la vie moyenne, de- 
meurera constant pour chaque pays, tant qu'aucune des causes C, , C„ 
Uj, etc., connues ou inconnues, n’éprouvera pas un changement no- 
table. 

En France, on suppose la vie moyenne d’environ 29 ans; mais 
cette évaluation est fondée sur des observations antérieures à l'usage 
de la vaccine, et déjà très anciennes; elle doit être aujourd’hui sensi- 
blement plus longue; et il serait à désirer qu’on la déterminât de nou- 
veau, séparément pour les hommes et pour les femmes, pour les dif- 
férents étals, et pour les diverses parties du royaume. On considère 
aussi la vie moyeune à partir d'un âge donné : s est alors le nombre 
des années qu’ont vécu au-delà de cet âge, un très grand nombre u 

d'individus ; le rapport s - est la vie moyenne relative à cet âge , avec 

lequel elle varie, en demeurant constante pour un même âge : on sup- 
pose qu’elle atteint son maximum entre 4 et 5 ans, et qu’elle s’élève 
alors à 45 ans. Les tables de mortalité ont un autre objet : sur un très 
grand nombre d'individus nés dans un même pays et à la même épo- 
que, elle font connaître les nombres de ceux qui vivent encore au bout 
d’un an.dedeux ans, de troisans, etc. , jusqu’à ce qu’aucun n’existe plus. 
En désignant par m le nombre des vivantsqui ont un âge donné, c’est en 

vertu de la première équation du n° 54, que le rapport — est sensible- 
ment invariable, du moins tant qu’il ne s’agit pas d'un âge très avance, 
etquemn’estpasdevenuun nombre très petit: vers cent ans, parexemple, 

cette invariabilité consiste en ce que le rapport ^ est toujours une très 
petite fraction. 

Dans l’intégrale J' Z zdz, au lieu de faire varier z par degrés infi- 
niment petits, si l’on fait croître cette variable par des intervalles très 
petits ; que l’on prenne, pour fixer les idées, chacun de ces intervalles 
de temps pour unité; et que l’on désigne par A,, A,, A 3 , etc., la sé- 
rie des valeurs de z, et par H, , H,, H 9 , etc., les valeurs correspon- 
dantes de Z, la somme des produits H, A,, H.A, , H,Aj, etc., sera, 
comme on sait, la valeur approchée de cette intégrale. En désignant 
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par v la vie moyenne , à partir de la naissance, on aura donc aussi 



v — H,A, -f- H,A, -4- Hj^j -f- etc. 



Or, H, exprimant ici la cha nce de mourir à un âge //., il s’ensuit 
que relativement à la duree de la vie humaine, on peut considérer la 
vie moyenne v comme l’espérance mathématique (n* a 3 ) d’un enfant 
qui vient de naître et dont la constitution physique nous est in- 
connue; mais d’après les tables de mortalité, sur un très grand 
nombre d’enfants, plus de la moitié meurt avant d’avoir atteint cet 
âge v. 

(6a). Supposoas, pour dernier exemple, que pour un lieu donné et 
pour un jour de l’année aussi donné, ou ait calculé l’excès de la haute sur 
la basse mer qui aurait lieu en vertu des actions simultanées du soleil et 
de la lune. Prenons pourlachose A, la différence entre cet excès calculé 
et celui qui est observé dans le même lieu et à la même époque de cha- 
que année. Lesvaleurs.de A varieront d’une année à une autre, à rai- 
son des vents qui peuvent souffler en ce lieu et à cette époque, et qui 
déterminent les chances de ces diverses valeurs. Or, si l’on considère 
toutes les directions et les intensités possibles de ces vents, leurs proba- 
bilités respectives, et les chances que ces causes donnent à une valeur 

quelconque z de A, l’intégrale J ( Z zdz aura une valeur inconnue, mais 
déterminée, et qui demeurera constante, tant que la loi de probabilité 



de chaque vent possible i 






à très peu près invariable; s étant la somme des valeurs de A , obser- 
vées pendant une longue suite d’années. 



Nous ne savons pas à priori, si ^ est zéro ou une fraction qu’on 

puisse négliger, c’est-à-dire, si l’influence des vents sur les lois 
générales des marées est insensible ; l'expérience seule peut nous 
faire connaître la valeur de ce rapport, et nous apprendre s’il varie 
aux différentes époques de l’année , et pour les lieux différents 
où les observations sout faites, sur la côte, dans les ports, en 
pleine mer. Pour connaître l’influence de tel ou tel vent eu par- 
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lieu hcr, il faudrait n'employer que des valeurs de A observées sous ( '• 

cette influence; toutefois, afin de n’avoir pas besoin d’un trop grand 
nombre d’annccs d’observations , ces valeurs pourraient répoudre à 
plusieurs jours consécutifs, pendant lesquels la direction du vent au- 
rait peu changé. Plusieurs savants s’occupent maintenant de cet exa- 
men, qui exigera un long travail, et ne manquera pas de conduire . • 

à des résultats intéressants. . 

(63). L’exposition des règles du calcul des probabilités et de leurs 
conséquences générales, qui a été faite dans ce chapitre et dans le pré- 
cédent , étant actuellement complète, je reviens sur la notion de cause 
et d 1 effet, qui est seulement indiquée dans le n® 27 . 

La cause propre d'une chose E est , comme on l’a dit dans ce numéro, 
une autre chose C qui possède une puissance de produire nécessaire- 
ment E, quelles que soit d'ailleucs la nature de ce pouvoir et la manière 
dont il s’exerce Ainsi, ce qu’on appelle l'attraction de la terre est 
une certaine chose qui a la puissance de faire tomber les corps situés à 
la surface du globe, dès qu’il ne sont pas soutenus; et de même, dans 
notre volonté , réside un pouvoir de produire , par l'intermédiaire 
des muscles et des nerfs, une partie de ces mouvements que l’on 
nomme, pour cette raison, mouvements volontaires. Quelquefois, dans 
la nature, la chose E n’a qu'une seule cause C qui puisse la produire, 
de sorte que l’observation de E suppose toujours l'intervention de C. 

Daus d’autres cas, cette chose peut être attribuée à plusieurs causes dis- 
tinctes, qui concourent ensemble, ou qui s'excluent mutuellement de • 

manière qu’une seule ait dû produire E. 

Telles sont , en ce qui concerne le principe de la causalité, les idées 
les plus simples et que je crois généralement admises. Cependant l’il- 
lustre historien de l’Angleterre a émis sur ce point de 'métaphysique, 
une opinion différente qu'il convient d'examiner, et sur laquelle le cal- 
cul des probabilités peut jeter un grand jour. 

Selon Hume (*). nous ne pouvons avoir d'autre idée de la eau- m 

salitd que celle d un concours et non d'une connexion nécessaire entre 

s * 



(*) Estais philosophiques sur l' entendement humain ; septième essai : de l'idée 
de pouvoir ou 3e liaison nécessaire. 




A 
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ce que nous appelons cause et effet; et ce concours n’est pour nous 
qu’une forte présomption-, résultant de ce que nous l’avons observé 
un grand nombre de fois : si nous l’eussions observé un nombre de 
fois peu considérjblc . ce serait juger de la nature sur un trop petit 
échantillon, que de présumer qu’il se reproduira désormais. D’autres 
ont partagera même opinion, et l’ont appuyée sur les règles de la pro- 
babilité des événements futurs, d’après l’observation des événements 
passés. Mais Hume va plus loin ; et sans même recourir à ces lois de 
probabilité, il pense que l’habitude de voir l’effet succéder h la cause, 
produit dans notre esprit une sorte d’association d’idces qui nous 
porte à croire que l’etfet va arriver quand la cause a eu lieu ; ce qui 
peut être effectivement vrai pour la plupart des hommes , qui n’exa- 
minent pas le principe de leur croyance et son degré de probabilité : 
pour eux. cette association d’idées doit être comparée à celle qui se 
fait dans notre esprit, entre le nom d’une chose et la chose même, et 
qui est tulle, que le nom nous rappelle la chose, indépendamment de 
notre réflexion et de notre volonté. 

Un des exemples que l’auteur choisit pour expliquer son opinion est 
le choc d’un corps en mouvement contre un corps libre et en repos, et 
Je mouvement de ce second corps à la suite de sa rencontre par le pre- 
mier. Ce concours du choc et du mouvement du corps choqué est, en ef- 
fet, un événement que nous avons observé un très grand nombre de fois, 
sans que l’événement contraire se soit jamais présenté; ce qui suffit, 
abstraction faite de toute autre considération, pourque nous ayons une 
forte raison de croire, ou, pour qu’il y ait une très grande probabilité 
que le concours dont il s’ogil aura encore lieu désormais. Il en est 
de même de tous les concours de causes et d'effets que nous observons 
journellement et sans exception : leur probabilité s’alimente, pour 
ainsi dire, par cette expérience continuelle, et la raison ou le calcul, 
d’accord avec l’habitude, nous donne une grande assurance qu a l’a- 
- venir ces causes seront toujours suivies de leurs eficts. Mais dans le 
cas d’un phénomène que nous avons seulement observé iin nombre de 
fois peu considérable, à la suite de la cause que nous lui assignons, il 
n’y aurait, d’après les règles précédemment exposées, qu’une proba- 
bilité qui ne serait pas très grande, pour le concours futur de cette 
cause et de cet effet. Néanmoins, il arrive souvent que nous ne faisons 
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